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１．はじめに 

 外力が作用した時の地盤の挙動の解析では、一般に

個別要素法や有限要素法が用いられている。これらの

方法では地盤を土粒子よりも大きな小要素に分割して

解析を行う。一方、既往の研究
1
に、地盤を土粒子ごと

に分割し、土粒子単体の挙動を厳密に取り扱うことで、

外力に対する地盤の応答を考えるという研究がある。

しかし、この研究では土粒子同士の衝突を考慮できて

いない。衝突直前の速度及び物性値から衝突直後の速

度を算出できると、既往の研究がより厳密なものにな

ると考えている。 

 そこで本稿では、各物体の材質と入射速度、反発係

数、摩擦係数などの物理量から、衝突による物体間の

接触力積を求める簡易算定式を提案する。ここで、接

触力ではなく接触力積を求める理由は、接触時間で割

ることで接触力を求め、時刻歴応答解析で使用するた

めである。なお、以下では、添え字として接線方向を𝑥、

法線方向を𝑦、入射時を𝑖、反射時を𝑟とする。 

２．法線方向の接触力及び接触力積の算定方法 

法線方向の接触力積は次式で表される。 

    ∫ 𝑁(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑚𝑣𝑦𝑖(1 + 𝑒)
∆𝑡1
0

  (2.1) 

ここで、𝑁(𝑡)は時間𝑡における法線方向の力、𝑚は衝

突物体の質量、𝑒は反発係数、𝑣は速度、∆𝑡は衝突によ

り接触した時間である。 

𝑁(𝑡)は、Hertz の衝突理論
2
を用いると、次式で与え

られる 

   𝑁(𝑡) = 𝑛𝑁(𝛼(𝑡))
1.5

   (2.2) 

ここで、α(𝑡)は時間𝑡における球体の変形距離、𝑛は衝突

物体及び被衝突物体の物性値によって定まる定数であ

る。ここで、Hertz の衝突理論は完全弾性衝突を考えて

いるが、実現象では非弾性衝突になることがほとんど

である。そこで、 (2.2)式に反発係数の概念を導入し、

非弾性衝突の条件でも用いられるようにする。その際、

計算を簡単にするため、衝突物体の塑性の影響のみで

反発係数が生じると考え、図１に示すように塑性が発

生するときに変形距離が一定になるということを仮定

する。 

３．接線方向の接触力及び接触力積の算定方法 

 接線方向の接触力は、滑動の有無で場合分けを行う。 

 滑動が有る場合、接線方向の接触力は動摩擦力であ

る。動摩擦係数を𝜇′とおくと、接線方向の接触力𝐹(𝑡)は、

法線方向の接触力𝑁(𝑡)を用いて次式で定義される。 

 𝐹(𝑡) = 𝜇′𝑁(𝑡)   (3.1) 

一方、滑動が無い場合、接線方向に発生する加速度と

角加速度には衝突物体の半径𝑟を用いて、�̈�(𝑡) = 𝑟�̈�(𝑡)

の関係式が成り立つ。この式に接線方向及び回転方向

の運動方程式を代入し、整理すると、接線方向の接触

力𝐹(𝑡)が次式で表現されることになる。 

 𝐹(𝑡) =
𝑚𝑔𝐼𝑠𝑖𝑛𝜑+𝑚𝜆𝑟𝑁(𝑡)

𝑚𝑟2+𝐼
  (3.2) 

ここで、𝜑は入射角、𝐼は慣性モーメント、𝜆は転がり摩

擦係数である。 

接触中に滑動が停止しない場合、接触力積は (2.1)式

及び(3.1)式を用いて 

   ∫ 𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜇′𝑚𝑣𝑦𝑖(1 + 𝑒)
𝛥𝑡

0
  (3.3) 

となる。接触中に滑動が停止する場合、接触開始から

滑動停止までの時間を𝛥𝑡1、滑動停止から接触が終了す

るまでの時間を𝛥𝑡2、接触が開始した時の滑動による速

度を𝑣𝑠𝑖とすると、滑動が停止するまでの接触力積は、 

 ∫ 𝐹(𝑡)
𝛥𝑡1
0

𝑑𝑡 =
2𝑚(𝑣𝑠𝑖+𝑔𝛥𝑡1𝑠𝑖𝑛𝜑)

(7−5
𝜆

𝜇′𝑟
)

  (3.4) 

となる。 (3.3)式、(3.4)式で求められる接触力積を比較

することで接触終了時の滑動の有無を判定することが

できる。(3.3)式が小さい場合、接触中に滑動は停止し

ないため、接線方向の接触力積は(3.3)式の値になる。

(3.4)式が小さい場合、接触中に滑動は停止するため、 
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接線方向の接触力積は(3.4)式に滑動が無い場合の接線

方向接触力(3.2)式を∆𝑡2で積分することで求まる。なお、

∆𝑡1は接触力の関数を微分して滑動停止に必要な接触力

積と等しい値をとる時間を算出することで算出し、 

𝛥𝑡2は∆𝑡 − ∆𝑡1より算出した。なお、この計算過程で

∫
𝑑𝑥

√1−𝑥2.5
及び∫(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

1.5
の式が表れる。これらの不定積

分は解析的に求めることができないため、それぞれ
2.94

𝜋
𝑠𝑖𝑛−1(𝑥)及び1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥)と近似した。 

４．実験結果と解析結果の比較と考察 

 導出した簡易算定式を評価するため、メノウ製の球

を、花崗岩で作成した平板に衝突させる実験
3
及び、時

刻歴応答解析と比較した。図２及び図３のグラフは高

さ 30cm からメノウ製の球を自由落下させた時の接触

終了時の速度である。 

 接触終了時の接線速度は実験結果、時刻歴応答解析

結果、簡易算定式の値すべてがほぼ一致したが、角速

度は実験結果が時刻歴応答解析結果、算定式の値と大

きく異なった。実験で算出された角速度は入射角が低

角度の時に、入射時とは逆方向に滑動が発生していた

と考えられる値であった。しかし、実際に逆方向に滑

動が発生することは考えにくい。従って、実験の角速

度は値が正しくないということが考察される。この原

因としては、完全な球体ではないこと、実験の計測時

に角速度は変化が小さい為計測に誤差が出た、等が考

えられる。 

５．接触力積の近似解の提案 

接触終了時に滑動が無い場合の接触力積は(3.4)式に

滑動停止後の接触力積を加えることで算出される。こ

こで、滑動停止後に作用する接触力積は滑動が停止す

るまでに作用する接触力積より十分小さいことや、接

触時間や転がり摩擦係数が他の物理諸量と比べて十分

に小さいことから、これらの値は無視できると考える

ことができる。よって、接触終了時に滑動が無い場合

の接触力積を次式で近似する。 

 ∫ 𝐹(𝑡)𝑑𝑡 =
2𝑚𝑣𝑠𝑖

7

∆𝑡1
0

   (5.1) 

図 3 の●は接触終了時に滑動が無い場合の接触力積を

（5.1）式で近似した場合を表している。(5.1)式の近似

式は時刻歴応答解析の結果とほぼ合致している。よっ

て、接触終了時に滑動が無い場合の接触力積は(5.1)式

に近似できる。 

 

図 1 衝突によって生じる球体の変形距離の変化 

 

図 2 接触終了時の接線速度 

 

図 3 接触終了時の角速度 
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