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1. 諸 言
古典的な対称性の研究は，静的な現象に対してその対

象とする系に対称性が存在するか否かということに力点
がおかれてきた．いくつかの動的現象に対して対称性が
見え隠れする事実が発見され，数学的な解釈がなされて
きた 1),2)．物理学では，対称性が低下することを「対称
性の自発的破れ」あるいは単に「対称性の破れ」3),4),5)と
呼ばれ，Rayleigh-Bénard対流やCouette-Taylorの実験
がよく知られている 6),7)．静力学の分野における分岐階
層構造の研究は，FUJII・YAMAGUCHI(1980)らの対称
性破壊現象の研究によって，系はその対称性の部分群に
階層的に支配されていることが明らかにされ，IKEDA・
MUROTA 8),9)や池田・中沢 10),11)によって，構造解析
に群の標準分解定理を取り入れた群論的分岐理論への展
開が行なわれてきた12)．
本研究は，この対称性の分岐階層構造を構造工学的見

地から調査するために，均質場からの摂動パターンを想
定し，対称性の階層的喪失の追跡を行なう．この隠れた
対称性の階層構造を確認する方法として，新たな Z群の
直積 (群のテンソル積)による効果的な直交変換を利用
し，場の (偏)微分支配方程式をその対称性を張る空間に
変換し，既往のブロック対角化 (BDM)の状況 (ブロック
数やサイズなど)によって，隠れた対称性を見つけ出し，
対称性の階層レベルを定量的にとらえる方法を取る．こ
の方法は，従来の構造物の幾何学的対称性による BDM
とは異なり，新たに均質場からの摂動パターンを動的現
象のある段階としてとらえ，周期位相構造における「隠
れた対称性」の構造および分岐の系列を見つけ出すこと
を，本研究のねらいとしている．すなわち，群論的分岐
理論における煩雑な解析を行わずに，完全な直交関数列
から構成される座標変換によって，境界条件や力学的変
形を伴う位相格子系に与え，系の階層的対称性の喪失を
変換後の行列表示にてモニターする方法を提案するもの
である．

2. 直交関数列と群対称性
この章では，ノルム完備な空間を満足する直交関数列

を定義した上で，位相空間におけるこの関数列の対称性
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Fig. 1 有限群 Dn と無限群 D∞ の対称性

を利用し，この関数列を間接的に変位関数に適合させる
方法を考える．

(1) 節点列の対称性 (有限群の利用)

変位関数 (直交関数列)上の節点列に対する有限な対
称性を考える．Fig.1のような周期軌道上の変位関数 (三
角関数列)を離散化された，節点列の対称性を考えるこ
ととする．三角関数が振舞う節点変位の対称群Dnを考
える．全長を単に n等分割とするとき，これまでの正規
長さ x/L (0 ≤ x ≤ 2L)は節点並びによって 2j/n (j =
1, · · · , n) と置換する．節点列に対応する有限群の対称性
は，群作用下の変位関数の直交空間を求める際の組成と
なる．

3. 位相格子空間の対称性

群の構造は群の直積分解を利用することにより，いく
つかの群の組成を知ることができる．この章では，文
献 8)∼ 11)を参考に，位相平面上にある支配方程式の「隠
れた対称性」を理解するにあたり，群の直積分解を用い
ることとする．

(1) 有限群の直積表現

この論文での群積は，二面体群の直積 G = Dn ×Dñ

に限定する．この群 Gの既約表現全体は

R(Dn×Dñ) = {(μ, μ̃)|μ = (d, i)Dn , μ̃ = (d, j)Dñ}(1)

と与えられる．ここに，μは群Dn の既約表現を，μ̃は
別の群 Dñ の既約表現をそれぞれ表す．群 Dn × Dñ の
既約表現 (μ, μ̃)の次数を Table1に示す．このDn ×Dñ



Table 1 群 Dn × Dñ の既約表現の次数

μ̃ or μ (1, i)Dn (2, i)Dn

(1, j)Dñ 1 2
(2, j)Dñ 2 4

Table 2 群積による拡張された既約表現の空間

μ̃ or μ (1, i)Dn (2, i)+Dn
(2, i)−Dn

(1, j)Dñ X
(1,i)Dn

(1,j)Dñ
X

(2,i)+
Dn

(1,j)Dñ
X

(2,i)−
Dn

(1,j)Dñ

(2, j)+Dñ
X

(1,i)Dn

(2,j)+
Dñ

X
(2,i)+

Dn

(2,j)+
Dñ

X
(2,i)−

Dn

(2,j)+
Dñ

(2, j)−Dñ
X

(1,i)Dn

(2,j)−
Dñ

X
(2,i)+

Dn

(2,j)−
Dñ

X
(2,i)−

Dn

(2,j)−
Dñ

不変系の空間X は

X(μ)
⊗

X(μ̃) =
⊕

μ∈R(Dn)

⊕
μ̃∈R(Dñ)

X(μ)X(μ̃) (2)

と拡張される．ここに
⊗
は群のテンソル積を表す．

X(μ),X(μ̃) は群 Dn と Dñ の既約表現の空間を表す．2
つの群 Dn, Dñ からなる群元 {g ∈ Dn|g1, · · · , gn}, {g̃ ∈
Dñ|g̃1, · · · , g̃ñ} の積は

g
⊗

g̃ =

⎛
⎜⎜⎝

g1
...
gn

⎞
⎟⎟⎠⊗

⎛
⎜⎜⎝

g̃1
...
g̃ñ

⎞
⎟⎟⎠ (3)

の群元作用がある．また，この群元の積からなる表現行
列は既約表現 μ, μ̃の表現行列の直積

T (g ⊗ g̃) = T (g)⊗ T (g̃)

=
⊕

μ∈R(Dn)

⊕
μ̃∈R(Dñ)

T (μ)(g) · T (μ̃)(g̃),

∀g ∈ Dn, g̃ ∈ Dñ · · · · · · · · · · · · · (4)

として表される．この表現行列を用いて同値変換

T (g ⊗ g̃) = HTT (g ⊗ g̃)H (5)

が可能となり，この座標変換行列 H の成分は基底関数
列 ϕ(μ), ψ(μ̃) から構成される．

この有限群の直積 Dn ×Dñ の組成を，第 2章の直交
関数列を用いて記述する．また，この拡張された既約表
現の空間を Table2に示す．2つの群Dn, Dñの基底関数
となる ϕ(μ), ψ(μ̃)が{

ϕ(μ)
∣∣∣ϕ(1,i)Dn , · · · , ϕ(2,i)Dn , · · ·

}
,{

ψ(μ̃)
∣∣∣ψ(1,j)Dñ , · · · , ψ(2,j)Dñ , · · ·

}
と表されるとき，この基底関数列の直積は

ϕ(μ)
⊗

ψ(μ̃) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ(1,i)Dn

...
ϕ(2,i)Dn

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⊗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ψ(1,j)Dñ

...
ψ(2,j)Dñ

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (6)

の通りの関数列が存在することになる．この基底関数の
直積を各節点に対応させた成分からなる既約表現 (μ, μ̃)
の座標変換行列は

H(μ,μ̃) =
[
· · · ,

(
ϕ(μ)ψ(μ̃)

)T

, · · ·
]T

,

H =
[
· · · , H(μ,μ̃), · · ·

]
, μ ∈ R(Dn) · · · · · · (7)

とする．

(2) 群同変条件式

ところで，このH はユニタリーな行列であり，

HTH = I

と単位行列となる．2変数関数 w(x, y)を未知関数とす
る偏微分方程式 F (w)が表現行列 T (g ⊗ g̃)に対して

T (g ⊗ g̃)F (w) = F (T (g ⊗ g̃)w) (8)

の群同変条件が成り立つとき，BDMが可能となる．こ
の BDMの座標変換によって既約表現毎にブロック分解
すると，

HTF (w) = F (HTw) (9)

と変換される．この同値変換によって関数 w(x, y)の隠
れた対称性を調べることができる．

4. 群論的変分原理の応用
(1) 群論的変分原理をPoisson方程式に適用

対称な領域 eにおける対称な境界条件 u = 0 on C∗

を持つポアソン方程式の汎関数

Ue(û) =
∫

Ve

⎧⎨
⎩κ2

∑
x,y∈Ψ

(
∂û

∂Ψ

)2

− fû

⎫⎬
⎭ dVe (10)

を考える。変分 δûを用いると δUeは

δUe = Ue(û + δû) − Ue(û)

= −
∫

Ve

κ
∑

x,y∈Ψ

(
∂2û

∂Ψ2

)
+ f δû dVe

+
1
2

∫
Ve

κ
∑

x,y∈Ψ

(
∂δû

∂Ψ

)2

dVe · · · · · · · · · (11)

となる。
パラメータ αを含む関数

T (g)u(x, y) ≡ T (g)v(x, y) + αT (g)υ(x, y) (12)

を考える。積分 T (g)Ue(v + αυ) を α の関数とすれば
α = 0において Ueが最小となる条件より

∂Ue

∂α
≡ ∂

∂α
T (g)Ue(v + αυ)

∣∣∣∣
α=0

= 0 (13)



が得られる。式 (12)を式 (10)に代入すると

Ue =
∫

Ve

⎧⎨
⎩κ

2

∑
x,y∈Ψ

(
∂v̂

∂Ψ
+ α

∂υ̂

∂Ψ

)2

− fv̂

⎫⎬
⎭ dVe

より
∂Ue

∂α
=
∫

Ve

{
κ

(
∂v̂

∂x

∂υ̂

∂x
+
∂v̂

∂y

∂υ̂

∂y

)
− fυ̂

}
dVe = 0

が得られる。これをグリーン・ガウスの定理より部分積
分を行うと，最終的に υ̂は任意の関数であるので

κ

(
∂2v̂

∂x2
+
∂2v̂

∂y2

)
+ f = 0, in Ve (14)

が成立する。この微分方程式はオイラーの方程式であり，
式 (10)を最小にする関数 v̂(x, y) の必要条件はこのオイ
ラーの方程式を満足するものである。

(2) 位相格子の対称性

この節では有限群の直積によって格子上の関数の対称
性を表現し，格子は 2次元の節点列の対称性を利用する
こととする．完全な格子の対称性を記述するために，周
期的な境界を持たせた位相空間1 を考えた上で，これを
すべて固有の対称性を張る空間へ変換後に境界条件を導
入する方法を採用する．すなわち，境界条件は 2次的要
因による制約された対称条件として取り扱うこととする．
周期 2πに正規化された位相領域{(

2πx
Lx

,
2πy
Ly

)
∈ R2 |0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly

}
(15)

に平面格子を導入する．ここに，Lx, Ly は x, y 方向の
長さを表す．平面上の格子点 (p, q) (p = 1, · · · , n, q =
1, · · · , ñ)を設定すると，格子間隔は h = 2π/n, h̃ = 2π/ñ
となり，n, ñはそれぞれ x, y方向の分割数である．した
がって，離散化された格子座標は{(

2πp
n
,
2πq
ñ

)
∈ R2 |1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ ñ

}
(16)

と設定できる．格子座標 (ph, qh̃)の任意関数が二重の直
交関数列

wp,q ≡ w
(
ph, qh̃

)
= u

(
2πp
n

)
× u

(
2πq
ñ

)
として表されるとき，上式は

wp,q =
∑

μ∈R(Dn)

a(μ)ϕ(μ)|j=p ×
∑

μ̃∈R(Dñ)

b(μ̃)ψ(μ̃)|j=q

=
∑

μ∈R(Dn)

∑
μ̃∈R(Dñ)

a(μ,μ̃)ϕ(μ)
p ψ(μ̃)

q · · · · · · · · (17)

と分解できる．ここに，a(μ,μ̃)は既約表現 (μ, μ̃)に対す
る未定係数である．例えば，式 (17)の左辺が既知な関数
であれば，(p, q)に対する支配方程式は

Fp,q ≡
∑

μ∈R(Dn)

∑
μ̃∈R(Dñ)

a(μ,μ̃)ϕ(μ)
p ψ(μ̃)

q − wp,q = 0

1 このモデルは左右および上下の端節点を巡回させた位相構造とす
る．

と表される．ここに，w0,q = wn,q, wp,0 = wp,ñ に対応
する．これをすべての格子点について方程式を組立てれ
ば，以下のような連立方程式を得る．⎡

⎢⎣ · · ·
· · · A

(μ,μ̃)
p,q · · ·

· · ·

⎤
⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

...
a(μ,μ̃)

...

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

...
wp,q

...

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

ここに，A(μ,μ̃)
p,q は ϕ

(μ)
p ψ

(μ̃)
q である．したがって，未定係

数 a(μ,μ̃)はGaussの消去法などの数値計算によって求め
ることが可能である．行列Aは方程式 F (w)中の関数w

の対称性 (直交関数列)に依存することがわかる．例え
ば，関数 w が一定値や二重フーリエ級数系であれば A

は対角行列となり，関数 wが非対称であれば Aは密で
連成された行列となる．

5. 「隠れた対称性」の数値計算
均質場における「隠れた対称性」の存在と，均質領域

が分岐にともないパターンを形成しながら系が乱れてい
くことを文献 9)は指摘した．この章では，均質な位相格
子モデルにおける剛性分布パターンと位相対称性との関
係を，剛性方程式のブロック対角化行列 K̃(μ) の直交性
によって，この「隠れた対称性」を数値的にとらえるこ
とを試みる．

(1) 格子構造の隠れた対称性

ここでは，均質場の離散化を伴う要素解析は場の位相
構造に依存し，この位相構造から周期パターン変形が形
成されるものとして，その階層的な対称性を探ることと
する．均等に分割された格子上の 8隣接の部材剛性をモ
デル化し，均質な剛性分布を持つ構造の面外変位を自由
度 (1節点 1自由度)として有限要素解析を行なった．

Fig.2(a)のように閉じた位相格子空間の構造と対称性
を考える．この格子構造は市松模様のような剛性分布を
持ち，帯行列化されたKを形成する．一方，座標変換さ
れた K̃ を Fig.2(b)に示す．図中の+は正値を，−は負
値を，· はゼロ成分をそれぞれ表す．このとき，K̃ はほ
ぼ対角化された行列となり，複数のブロックで類似する
成分構成になった．このことは，この構造の剛性行列が
線形独立な既約表現と一致し，この離散構造では最も対
称位数が高い構造となった．Fig.2(c)からも明らかのよ
うに，成分を整理すると，この対称性は，1次元のD28

不変配下の群と等価な群を持つ．このことは BDMによ
るブロックの数が並列 FEM解析が可能となり，自由度
の空間が大きくなるような 3次元空間の対称性が高い格
子モデルは超並列解析のパフォーマンスは大変大きくな
ることを意味する。対称性の高低を表すことを利用し，
対称性の階層構造を調べる手法を取る．したがって，こ
のような位相格子構造となる大規模な離散系では対称性
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(a)市松模様の剛性分布 (b) BDM前の K̃ (c) BDM後 K̃

Fig. 2 市松模様の剛性分布の対称性と BDM行列表現化

の利用価値が高められることになる．

6. 結　論
本結果より，均質場の分岐階層構造には，パターン化さ

れた位相格子構造の群論的な変換則を用いることによっ
て，その構造系が持つ隠れた対称性と階層的な対称性の
仕組みが不変的に介在することが明らかになった．
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