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１．はじめに	
 

	
 本研究では，構造物の損傷が固有振動数や振動形と呼ばれる

構造物の動的特性の変化に及ぼす影響について検討を行い，動

的特性の変化を利用して構造物の損傷を探査する方法の実現可

能性について考察する．そこで，構造物のひび割れなどの損傷

をモデル化した凹型のせん断梁と，損傷の無い構造物をモデル

化した一様なせん断梁の動的特性を数学的に求めて比較するこ

ととした.	
 

	
 

２．動的特性の導出	
 

	
 本研究では，図‒１に示す長さ

€ 

Lで一様な幅

€ 

W0かつ単位奥行

きを有する片持ち状のせん断梁（片側固定・片側自由）を損傷

の無い構造物と見なした．一方，図‒２に示すように

€ 

x = L0の位
置にひび割れ幅

€ 

L1，ひび割れ深さ

€ 

W0 −W1を有するせん断梁を

損傷のある構造物と見なした．まず，図‒１に示す損傷の無いせ

ん断梁の動的特性を求める．図‒１の微小区間

€ 

dxに作用するせ
ん断力の差より，よく知られた波動方程式を得る.	
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 (1)	
 

€ 

G:	
 せん断梁のせん断弾性係数，

€ 

ρ:せん断梁の密度.	
 
	
 

式(1)を，分離定数

€ 

−ω 2を用いて空間座標

€ 

Y x( )と時間座標

€ 

F t( )
を表す常微分方程式に変数分離する.	
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d 2F t( )
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+ω 2F t( ) = 0	
 	
 	
 	
 (2a)	
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d 2Y x( )
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+ω 2 ρ

G
Y x( ) = 0	
 	
 	
 	
 (2b)	
 

	
 

ここで，

€ 

β0
2 =ω 2ρ Gとおくと，振動形の一般解は以下のように

表される.	
 

	
 

€ 

Y x( ) =C1 cos β0x +C2 sin β0x	
 	
 	
 (3)	
 

	
 

€ 

C1,

€ 

C2：積分定数．式(3)に境界条件,

€ 

Y 0( ) = 0，

€ 

dY L( ) dx = 0を
与えることで，一様なせん断梁の動的特性が求められる.	
 

	
 

€ 

n次の固有振動数;	
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ω n =
2n − 1( )π
2L

G
ρL2

n = 1, 2( )	
 	
 	
 (4)	
 

€ 

n次の振動形;	
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Yn x( ) =C2n sin
2n − 1( )π
2L

x
⎧ 
⎨ 
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⎫ 
⎬ 
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n = 1, 2( )	
 	
 (5)	
 

	
 

図‒１	
 損傷の無い構造物	
 

	
 

図‒２	
 損傷のある構造物	
 

	
 	
 次に，図‒２に示す凹型断面を有するせん断梁の動的特性を求

める．梁の長さ方向にAB，BC，CDの３つの区間から成る一様な

せん断梁の組み合わせと考えることで，各区間において振動形

を表す式を得る.	
 

	
 

€ 

AB:

€ 

Y0 x0( ) =C1 cos β0x0 +C2 sin β0x0	
 	
 (6a)	
 

€ 

BC:

€ 

Y1 x1( ) =C3 cos β1x1 +C4 sin β1x1	
 	
 	
 (6b)	
 

€ 

CD :

€ 

Y2 x2( ) =C5 cos β2x2 +C6 sin β2x2	
 	
 (6c)	
 

	
 

ここで，

€ 

β0 = β1 = β2 =ω ρ Gである．	
 

	
 

式(6)に，各区間の境界で変位とせん断ひずみが連続となるよう

境界条件を与える1.	
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A:

€ 

Y0 0( ) = 0	
 	
 	
 	
 	
 (7a)	
 

€ 

B:

€ 

Y0 L0( ) =Y1 0( ),	
 

€ 

dY0 L0( ) dx0 = dY1 0( ) dx1 	
 	
 (7b)	
 

€ 

C :

€ 

Y1 L1( ) =Y2 0( ),	
 

€ 

dY1 L1( ) dx1 = dY2 0( ) dx2 	
 	
 (7c)	
 

€ 

D:

€ 

dY2 L2( ) dx2 = 0	
 	
 	
 	
 (7d)	
 

	
 

これより，凹型せん断梁の振動数方程式が得られる.	
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€ 

δ 0δ 2 tan βLη1( )tan βLη2( ) + δ1δ 2 tan βLη0( )tan βLη2( )
                                  + δ1

2 tan βLη0( )tan βLη1( ) = δ 0δ1

	
 (8)	
 

	
 

ここで，

€ 

L：梁全長，

€ 

δ 0 =W0 W 0，

€ 

δ1 =W1 W 0，

€ 

δ 2 =W2 W 0，

€ 

η0 = L0 L ，

€ 

η1 = L1 L ，

€ 

η2 = L2 L で あ る ． ま た ，

€ 

β = β0 = β1 = β2 =ω ρ Gなので，式(8)の

€ 

βLを満たす値を

€ 

α

とすると，固有振動数は

€ 

ω =α G ρL2と表すことができる．	
 

また，各区間の振動形は以下のように表すことができる.	
 

	
 

€ 

AB:
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Y0 x0( ) =C3
1

sin βLη0( )
sin βL x0
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 (9a)	
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BC:

€ 

Y1 x1( ) =C3 cos βL x1
L
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(9b)	
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CD :

€ 

Y2 x2( ) =C3 cos βLη1( ) +
δ 0

δ1

sin βLη1( )
tan βLη0( )
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L
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 (9c)	
 

€ 

C3:積分定数．	
 
	
 

３．結果と考察	
 

	
 梁全長

€ 

L = 3.0m，幅

€ 

W0 = 1.0mのせん断梁を考える．この梁
の固定端側から

€ 

L 5の位置に，ひび割れ幅

€ 

L1 = 1mm，ひび割れ
深さ

€ 

1mm，

€ 

250mm，

€ 

500mmの３通りのひび割れが生じたとす
る．図‒3はモード次数と損傷の無い場合の固有振動数に対する

損傷がある場合のそれとの比を示している．本図より，ひび割

れ深さが深くなる程，固有振動数比は大きくなるが，ひび割れ

幅

€ 

1mm，ひび割れ深さ

€ 

500mmという目で見て分かるような大
きな損傷であっても，固有振動数比は約

€ 

6 10000しか変わらな
いことが分かる．これより，ひび割れが固有振動数に与える影

響は非常に小さいと言える．一方，図‒4は，損傷がある場合の

振動形と損傷が無い場合のそれとの比と，その位置を示してい

る．ここで，損傷の有無が振動形に及ぼす影響はほとんどなく，

振動形比は梁の全域に亘ってほぼ

€ 

1.0となるが，損傷のある部
分のみ差が生じるので図‒4は，その部分を拡大して表示してい

る．本図より，ひび割れ深さが深くなるほど振動形比も大きく

なるが，前述のような大きな損傷であっても振動形比は約

€ 

1%
しか変わらないことが分かる．この変化の理由として，ひび割

れが存在する箇所では断面形状が急変するため波の伝わり方が

変化するため，振動形比の値が変化したと考えられる．また，

ひび割れ位置を固定端側から

€ 

L 2，

€ 

L 3，

€ 

2L 3で仮定した場
合にも同様の結果となった．以上より，ひび割れが固有振動数

や振動形に与える影響は極微小である．よって，加速度計など

の振動現象を計測する機器の計測精度を考えれば，固有振動数

や振動形などの動的特性は，損傷の有無やその程度を敏感に反

映する指標には成り得ないことが分かる.	
 

	
 

図‒３	
 モード次数と固有振動数比	
 

 

	
 

図‒４a	
 ひび割れ深さ：500mm	
 
 

	
 

図‒４b	
 ひび割れ深さ：250mm	
 
 

	
 

図‒４c	
 ひび割れ深さ：1mm	
 

図‒４	
 振動形比	
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