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1. はじめに
Virtual Element Method（VEM）は Beiráo et al.1) に
より提案された，要素内において内挿関数を陽に定め
る必要がない偏微分方程式の近似解法である．この特
徴により多角形や多面体の要素を容易に扱うことがで
きるため，有限要素法を一般化した手法として注目を
集め始めている．VEMで定式化された内力仕事式は
整合項と安定化項の 2項で書き表すことができ，その
うちの安定化項については安定化パラメータによりス
ケーリングを行うことが一般的である．しかし，安定
化パラメータの値をどのように設定するかについては
確立された方法が存在するわけではない．そこで，本
研究では固有値解析を通して物理的に適切な安定化パ
ラメータの設定方法を提案する．
2. Virtual Element Methodの構造
本章ではArtioli et al.2)による 2次元の線形弾性問題
を対象とした定式化を用いて VEMの構造を示す．
(1) 支配方程式
連続した 2次元領域 Ω ⊂ R2において，Ω上で物体
力 f が作用する線形弾性境界値問題を考える．領域の
境界 Γは Dirichlet境界 Γu と Neumann境界 Γt から構
成される．つり合い式，適合条件式，線形弾性体の構
成式はそれぞれ

∇ · σ + f = 0 in Ω (1)

ε(u) =
1
2

{
∇u + (∇u)T

}
in Ω (2)

σ = Cε in Ω (3)

で与えられる．ここで，uは変位ベクトル，σはCauchy

応力テンソル，εは微小ひずみテンソル，Cは弾性テ
ンソルを表す．また，境界条件は次のようになる．

u = ū on Γu (4)

σn = t̄ on Γt (5)

ここで，nは外向き単位法線ベクトルである．これら
に仮想仕事の原理を適用することで，支配方程式は次
式で表す弱形式として与えられる．

a (u, v) = F (v) ∀v ∈ V (6)
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ここで，V :=
(
H1

0 (Ω)
)2は可容変位場，a, Fは

a (u, v) =
∫
Ω

σ (u) : ε (v) dΩ (7)

F (v) =
∫
Ω

v · fdΩ +
∫
Γt

v · t̄dΓt (8)

である．
(2) Virtual Element Methodの定式化
まず，領域Ωを重なりのない任意形状の多角形 Eに
より分割する．このとき，多角形 Eを要素と呼び，E

の辺 eの数をmで表す．また，Vh(E)は要素ごとに定
義される離散化された可容変位場Vh ⊂ Vであり，

Vh(E) =
{
vh ∈ H1(E) | ∆vh ∈ Pk−2(E),

vh|e ∈ Pk(e) ∀e ∈ ∂E
}

(9)

で定められるスカラー空間 Vh(E) により，Vh(E) =[
Vh(E)

]2として定義される．ここで，∆はラプラシア
ン，Pk(E)は要素 E上で定義される k次以下の多項式
空間を表す．
要素 Eは，各頂点において変位 vhに関する 2個の自
由度，頂点を除く各辺上の点において変位 vhに関する
2(k−1)個の自由度，さらに要素内においてモーメント
1
|E|
∫
ΩE

vhϕidΩE (i = 1, 2, · · · k(k−1)
2 )に関する 2 k(k−1)

2 個の
自由度を有する．ここで，|E|は要素 E の面積，ϕi は
Pk−2(E)の基底

{
xαyβ with α, β ∈ N, α + β ≤ k − 2

}
の元

を示す．したがって，m角形要素Eにおける空間Vh(E)

の次元 dは

d = dim
(
Vh(E)

)
= 2mk + k(k − 1) (10)

となる．
次に，

Πε : Vh(E)→ Pk−1(E)2×2
sym (11)

で定義される射影作用素Πεを導入する．Πεは直交条件∫
ΩE

(
ε(uh) − Πε(uh)

)T
εPdΩE = 0, ∀εP ∈ Pk−1(E)2×2

sym

(12)

を満足する．したがって，Πε(vh)はPk−1(E)2×2
sym上にお

ける ε(vh)の最良近似を表す．Πεを用いることで，要

I-7 土木学会東北支部技術研究発表会（令和4年度）



素 Eにおける内部仮想仕事は

aE(uh, vh) =
∫
ΩE

[
Πε(vh)

]T
CΠε(uh)dΩE + τS E

(
uh, vh

)
(13)

と変形できる．右辺の第 1項は仮想仕事式から自然に
得られる項で整合項と呼び，第 2項は安定化を図るた
めの項で安定化項と呼ぶ．
3. 安定化パラメータに関する検討
式 (13)における安定化項は，スカラーで与えられる
安定化パラメータ τでスケーリングすることが一般的
である3)．しかし，この τをどのように定めるかにつ
いては確立された方法が存在せず，使用者の選択に委
ねられている．例えば，Artioli et al.2)は単純なモデル
によるパラメトリックスタディの結果から，整合項の
剛性行列 KC を用いた τ = 1

2 tr (KC)という値を採用し
ているが，この値は比較的分割数の多い数値試験の結
果から導かれたものであり，粗い分割でも十分良い精
度の解が得られるかは試されていない．そこで，本項
では物理的な観点から安定化パラメータの役割につい
ての考察を行い，要素分割の仕方によらず精度の良い
解を与えることができる安定化パラメータを提案する．
まずは，1次正方形要素の整合項および安定化項そ
れぞれの剛性行列に対して固有値解析を実行した．そ
の結果，整合項は図-1に示す基本変形モードのうち等
方引張/圧縮・せん断および一軸引張/圧縮のモードを
持ち，安定化項は曲げの 2つのモードを持つことがわ
かった．また，安定化パラメータの値は曲げモードに
関する固有値と対応することがわかった．固有値は対
応する変形モードを生じさせるために必要なひずみエ
ネルギーの 2倍の大きさに相当することから，曲げに
対応するひずみエネルギーの理論値の 2倍の値を安定
化パラメータに与えることができれば，1次要素でも
十分良い精度の解が得られることになる．
次に，長方形要素について考える．Bernoulli-Euler

の梁理論により支間中央のたわみが 0.0125となる単純
剛体並進 剛体並進 剛体回転 一様引張 圧縮

せん断 単純引張 圧縮 曲げ 曲げ

図–1 1次四辺形要素の基本変形モード

図–2 安定化パラメータをスカラーで与えたときの解析結果

図–3 提案手法による解析結果

支持の問題について，安定化パラメータをスカラーで
与えて解いた結果を図-2に示す．図から支間中央のた
わみは理論解に近い値が得られているが，一方で曲げ
モードのエネルギーが小さいときに生じるアワーグラ
スモードが生じていることがわかる．これは，長方形
要素の場合，図-1における曲げ 1および曲げ 2のそれ
ぞれのモードを生じさせるために必要なひずみエネル
ギーの大きさが異なるにも関わらず，安定化パラメー
タをスカラーで与えたことで，大きさの異なる 2つの
エネルギーを単一の値でコントロールする形となった
ために生じた現象だと考えられる．そこで，アスペク
ト比の大きな要素でも精度の良い結果を得ることを目
的として，式 (14)に示す τ1を奇数行，τ2を偶数行目
の対角成分にもつ d × dの対角行列を安定化パラメー
タ τとして用いる方法を提案する．

τ1 =
E
3

hy

hx
, τ2 =

E
3

hx

hy
(14)

ここで，hx, hyはそれぞれ x軸，y軸方向の要素の代表
長さを表す．提案する安定化パラメータを与えたとき
の単純支持の解析結果は，図-3に示すようにアワーグ
ラスモードが生じていないことがわかる．
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