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図–1 解析対象と座標・領域の設定

1. はじめに
Bernoulli-Eulerによる初等梁理論は，梁の変位場を
仮定することで，連続体のつり合い式を軸線の運動だ
けで表す理論である．橋梁のような構造物の構造解析
には梁理論に基づく有限要素である梁要素が広く用い
られている．その理由として，梁要素が連続体有限要
素と比較して自由度を大幅に削減できることや解析対
象のモデル化が容易であることが挙げられる.

Saint-Venantはねじり率が一定の純ねじり問題を初
等梁理論に導入し，厳密解を求めた．Vlasovは純ねじ
りとともに断面にそりを発生させる曲げねじりを考慮
した理論を構築した1)．このVlasov理論では，そりに
よるせん断変形を考慮し，薄肉断面において厚さ方向
のせん断応力が一定という仮定のもと扇形面積計算を
用いて St.Venantねじりや曲げねじりに対する薄肉断
面の断面剛性を解析的に求める手法を提案している．
一方，非均質断面を含む任意断面に適用可能な梁理
論として有限要素離散化した代表体積要素による半解
析的手法を用いた斉木・鄭によるせん断変形を考慮し
た梁理論2)が提案されている．そこで本研究では斉木・
鄭2)に倣い代表体積要素を用いて断面のそりを変位場
に組み込み，そりの大きさを自由度に持つ梁理論の構
築を目的とする．
2. ねじりによる断面変形を考慮した梁理論の定
式化

図–1 に示すような長さ l の長さ方向に一様な任意
形状断面の梁を解析対象とする．梁軸方向を x1，梁
軸直角水平方向を x2，鉛直方向を x3 とする正規直交
座標系を設定する．解析対象の梁軸方向領域を L =

{ x1 | 0 ≤ x1 ≤ l }，断面の領域を A，せん断中心を
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x2，x3の原点とする．
斉木・鄭2) は任意形状断面の全断面領域において，
せん断遅れに起因する軸方向変位と横せん断に起因
する軸方向変位の両者を統合して断面変形の変位場を
f (x2, x3)と定義することを提案している．本論文では
この変位場を参考に，そりねじりによる断面変形に起
因する梁軸方向の変位場を ft(x2, x3)とすることを提案
する．梁のねじり角を φ(x1)，断面変形 ft に対する一
般化変位を gt(x1)とすると，梁の変位場はそれぞれ

u1 = ft(x2, x3)gt(x1) (1)

u2 = −x3φ(x1) (2)

u3 = x2φ(x1) (3)

と表すことができる．以上の変位場から導かれるひず
みを仮想仕事式∫

V
{Eϵ11δϵ11 +G(γ12δγ12 + γ13δγ13)}dV

=

∫
∂V
{t1δu1 + t2δu2 + t3δu3}dA (4)

に代入することにより，gt，φに関する支配方程式
Rt3g

′
t + Ktφ

′′ = 0 (5)

−Rt1g
′′
t + Rt2gt + Rt3φ

′ = 0 (6)

を得る．ここに， (·)′は x1に関する導関数を表す．Kt

は合成断面のねじり剛性，Rtiは断面変形に関するパラ
メータであり，

Kt B
∫

A
G
{
(x2)2 + (x3)2

}
dA,

Rt1 B
∫

A
E f 2

t dA,

Rt2 B
∫

A
G
{
( ft,2 )2 + ( ft,3 )2

}
dA,

Rt3 B
∫

A
G( ft,3 x2 − ft,2 x3) dA (7)

と定義した．
3. 非均質断面梁による検証
(1) 問題設定
図–2に示す非均質断面の梁を解析対象として，提案
した梁理論の精度を検証する．ともに等方弾性体の材
料とし，材料 1の Young率とせん断弾性係数を E1 =

200 GPa，G1 = 100 GPaとし,材料 2の Young率とせ
ん断弾性係数を E2 = 20 GPa，G2 = 10 GPaとした．
代表体積要素は縦横 40分割し，断面当たり, 1,600要
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図–2 非均質断面

素の立方体形状の６面体１次アイソパラメトリック要
素を用いてモデル化した．式 (1)で定義される本提案
梁理論で採用する変位場に必要な断面変形モード ftは，
有限要素離散化した代表体積要素に単位の純ねじり変
形を与えることで求める．このとき解析結果として得
られる x2, x3各点の軸方向変位が ftである．式 (7)に示
すパラメタはこの ftを用いて求める．なお，パラメタ
に含まれる ftの偏導関数は，有限要素におけるひずみ
と同様の手順により要素内の物性評価点 (Gauss点)で
評価可能であり，面積分もGauss積分によって行った．
片持ち梁の境界値問題を考え，通常の連続体ソリッ
ド要素による数値解析結果を参照解とする．本提案手
法による数値解を参照解と比較してその精度・妥当性
を評価する．長さ L = 1, 000 mmとし,自由端に強制ね
じり角 φ = 1.0 radを与えた．
比較対象としたソリッド要素によるモデルについて
説明する．要素寸法は代表体積要素と同じく,縦横 40

分割し断面当たり 1,600要素の立方体とした．固定端
は断面内全ての節点を完全拘束し，ねじり角は u1を拘
束せず，断面内全ての節点に断面のねじり角が 1とな
るような x2, x3方向の強制変位を与えた．
(2) 軸方向変位
図–2に示す点A（断面の端点）と点 B（材料の変化
点）における軸方向変位分布を図–3に示す．縦軸の軸
方向変位は図–2に示す点Bにおける参照解の最大軸変
位で無次元化している．横軸は x1座標である．固定端
では断面のそりが拘束されているため軸方向変位は 0

だが，x1 = 0から x1 = 250にかけて急激に軸方向変位
が生じ，それ以降では一定の分布を示している．本手
法の軸方向変位分布は参照解とほぼ一致している．ま
た最大変位と相対差を表–1に示す．ここで L2ノルム
相対差は，本手法による解 βpと参照解 βsとの差の L2
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図–3 軸方向変位分布

表–1 軸方向変位の比較

点 A 点 B

参照解の最大変位 (mm) 5.87 4.97

本手法の最大変位 (mm) 5.92 5.01

最大変位の相対差 8.50 × 10−3 8.45 × 10−3

L2ノルム相対差 1.76 × 10−2 2.39 × 10−2

ノルムを参照解の L2ノルムで無次元化し√√√√∫
L

(
βp − βs

)2
dx1∫

L (βs)2 dx1
(8)

と定義した．最大変位の相対差は 0.8%，L2ノルム相
対差は 2%程度と定量的にも一致している．
4. おわりに
任意断面に適用可能なねじりによる断面変形を考慮
可能な梁理論を構築した．提案した梁理論にはそりね
じりによる断面変形モードを含む 3つのパラメータが
必要となるが，斉木・鄭2)の手法に基づき，均質化法を
梁に適用した代表体積要素の数値解析によりこれらの
パラメータを数値的に得る方法を具体的に示した．こ
の方法により提案手法は任意断面に適用可能である．
非均質断面梁に対して本理論を適用し，連続体要素
による数値解析結果を参照解とし，結果を比較した．そ
の結果，軸方向変位が連続体要素による参照解と 2%

程度の差で一致することが確認できた．
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