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１．はじめに 

 滑らかな弾塑性遷移を表現するために，下負荷面

モデルが適用されることが多い．一方で，米田ら

(2022)は，動的問題において時間積分法に応力更新法

を整合させることの重要性を主張しているが，下負

荷面モデルでは負荷時と除荷時で正規降伏曲面に対

する下負荷面の相似比の発展則が異なることに起因

して，同様な応力更新法を築くことができない．そこ

で，Morena et al. (2017)を参考に，相似比の発展則を

必要としない非古典塑性モデルを提案するとともに，

同モデルに対する陰的応力更新アルゴリズムを構築

する． 

２．下降伏面モデル  

 本研究では，非古典弾塑性モデルとして下降伏面

モデルを導入する．このモデルでは，図- 1 のように

正規降伏面のほかに現応力点を通る下降伏面と，材

料定数 eR により定まる弾性限界面を用意する．ここ

で， eR は正規降伏面に対する弾性限界面の相似比で

ある．また，正規降伏面に対する下降伏面の相似比を

Rとする．弾性限界面内では弾性変形を生じ，それよ

りも外側では塑性変形が生じる．正規降伏面に対す

る下降伏面の相似比に応じて塑性変形の程度が決ま

り，下負荷面が正規降伏面に一致した状態では，正規

の塑性変形が生じる．これらの特徴は下負荷面モデ

ルと同じであるが，後述する通り相似比の発展則を

必要としない点で下負荷面と異なる． 

 下降伏関数を式(1)のように定義する． 
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ここで, yf は硬化関数であり， H は硬化変数である．

また， f は応力σの s次の同次関数である． 
塑性流れ則および硬化変数を式(2)と(3)に示すよ

うにそれぞれ規定する． 
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ここで，  は塑性乗数であり，
R

 は下降伏面を正

規降伏面と仮定したときの塑性乗数である．
R

 に
mr を乗じることで，Rの大きさに応じて塑性変形

を抑制する．mは塑性変形の抑制程度を制御するた

めの材料定数である．このようにモデル化すること

により，Rの発展則を規定することなく速度型弾塑

性構成則を求めることができる． 

 

図- 1 降伏面 

３．陰的応力更新アルゴリズム  

 まず，準静的問題に対する応力更新法を考える．一

般の弾塑性構成則と同様に応力更新方法が試行弾性

計算と塑性修正計算に分けて考える．さらに塑性修

正計算を二段階に分ける．一段階目では Rを一定と

し，下降伏面を正規降伏面と考えて疑似的な応力更

新を行うことで
R

 を得る．二段階目では m

R
r =

とするとともに， Rを未知数として真の応力更新を

行う． 

 次に動的問題に対する応力更新法を考える．動的

解析スキーム（ここでは台形公式を用いる場合を考

える）へ応力更新法を整合させるために，ある関数

( )A t について，式(4)で表される台形公式を式(5)の

ように前進 Euler と後退 Euler に分解する． 
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式(5)に従い 1 2n+ ステップにおける履歴変数の値

を陽的に計算した上で，残り1 2ステップを準静的問

題と同様な方法で陰的に応力更新を行う．この際，下

負荷面モデルでは，Rが上記更新の対象となり，負荷

時と除荷時で Rの発展則が異なるために数値的な困

難が生じ得るが，下降伏面モデルでは Rを履歴変数

として扱う必要がないため，この課題を克服するこ

とができる． 

４．解析手法  

 提案モデルを準静的な有限要素解析コードに実装

し，1 要素での解析を行い，提案モデルの妥当性を検

証する．Mises の降伏基準に，線形硬化と関連流れ測

を適用した．弾性成分には Hooke 則を用いた．モデ

ルに一軸引張り状態になるように一方向に強制変位

を与え，一様変形させた際の応力-ひずみ関係を確認

する．表-1 に示す値を基本の材料定数とした．モデ

ルの性能を確認するために， eR を 4 通りに変化させ

た場合を Case 1，を 4 通りに変化させた場合を Case 

2 とする． 

表-1 材料定数（基本） 
ラメ定数  GPa  118  
ラメ定数  GPa  79  
初期降伏応力  y0 MPaq  215  
硬化係数  GPa  1 

弾性限界定数 eR  0.5 

塑性遷移指数 m  1 

 

５．数値解析結果  

 図- 2 に応力-ひずみ関係を示す．応力-ひずみ関係

が滑らかに表現できていることが確認できる．前述

の通り， eR は正規降伏面に対する弾性限界面の相似

比であり，Case 1 の結果より eR が大きいほど塑性変

形が生じ始める応力が大きくなることが分かる．ま

た，m は塑性変形の抑制程度を制御するための材料

定数であり，Case 2 の結果よりmが大きいほど緩や

かに正規降伏状態に漸近してゆくことが分かる． 

 

 

Case 1 ( eR の効果) 

 

Case 2 ( mの効果) 

図- 2 応力-ひずみ関係 

 

６．結論  

 本研究では，正規降伏曲面に対する下負荷面の相

似比の発展則を必要としない非古典塑性モデルの開

発および同モデルに対する陰的応力更新アルゴリズ

ムの構築をした．また，それらを有限要素解析コード

に実装し解析を行った．動的解析の結果については，

発表の際に口頭で述べる． 
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