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1. 序論
有限要素法を用いたき裂の発生・進展およびその分岐現
象の数値解析を実現するために，様々な研究が行われてき
たが，任意き裂の発生および進展・分岐現象までを記述可能
な非局所連続体損傷モデルの 1つである「Phase-fieldき裂モ
デル 1)」が注目を集めている．先行研究 2)では，Phase-field
き裂モデルに有限被覆法（FCM）を適用することで，き裂
進展経路は変分原理に基づくエネルギー最小化問題として
求解し，進展した陰的き裂は FCMによって陽的に表現する
ことを実現した．本研究では，材料における亀裂の発生か
ら分離後の運動までを一貫して解析を行うため，先行研究
に対して Newmark β法を適用し時間離散化を行うことで，
動的破壊問題へと拡張を行う．
2. 解析手法
2.1 Phase-fieldき裂モデル

Phase-fieldき裂モデルでは，Phase-field 近似を用いて拡
散き裂を表す汎関数を定義することで，連続体内部におけ
る離散的なき裂面を近似的に表すことが可能となる．スカ
ラー変数である Phase-field変数 dが材料の損傷状態を表す
損傷変数として用いられ，d = 0において非損傷状態，d = 1
において完全損傷状態とし，0 < d < 1はそれらの状態をつ
なぐ遷移領域とする．本研究で用いる AT2モデルの場合，
拡散き裂は以下のような指数関数形で与えられる．

d (x) = exp
(
−|x|
lf

)
(1)

ここで，lf は拡散き裂の幅を表す正則化パラメータである．
弾性ひずみエネルギー密度と損傷エネルギー密度をそれ

ぞれ Ψe，Ψf とし，エネルギー密度関数を次式のように定義
する．

Ψ = Ψe (F, d) + Ψf (d,∇d) (2)

ここで，Fは変形勾配であり，初期および現在配置の位置
ベクトル Xおよび xを用いて，F := ∂x/∂Xと定義する．変
形及び損傷の支配方程式は，適当な外力エネルギー項およ
び運動エネルギー項を考慮した次のエネルギー変化率のつ
り合い式から得られる．∫

B0

Ψ̇dV +
∫
B0

ρ0ü · u̇dV =
∫
B0

B · u̇dV +
∫
∂B0

T · u̇dA (3)

ここで，Bおよび Tは連続体に作用する物体力と平面力ベ
クトルである．

2.2 有限被覆法による空間離散化
有限被覆法（FCM）3) では，計算の対象領域の補間関数
を定義する数学的領域（数学被覆）と物理量を定義する物
理領域（物理被覆）の 2つに分けて考える. これにより，有
限要素の形状とは無関係に，き裂や異種材料の任意の不連
続性を表現することが可能となる．
有限被覆法における空間離散化は，形式的には一般的な
有限要素法と同様であり，式 (3)から変位場および損傷場の
残差力ベクトル RI

ui
，RI

d は次式のように与えられる．

RI
ui
= −

∫
Be

0

(
Ph

ia
∂N I

∂Xa
− Bh

i N I + ρüh
i N I

)
dV (4)

RI
d = −

∫
Be

0

−∂g
(
dh

)
∂d

Ψe+
0

hN I − Gc

lf

(
dhN I + l2f

∂dh

∂Xa

∂N I

∂Xa

) dV

(5)

ここで，N I は形状関数であり，ρ，g (d)，Gc は連続体の質
量密度，強度低減関数，破壊エネルギーである．なお，本
研究では表面力は考慮しない．
2.3 Newmarkβ法を用いた時間離散化

Newmark β法は線形加速度法の拡張手法であり，変位の
2次，3次の Taylor展開により得られた式を任意の 2つの
パラメータ β, γにより近似した式を用いて，動的問題とし
て取り扱う手法である．時間離散化された変位 u，速度 u̇，
加速度 üの関係は次式のように与えられ，式 (4)の加速度
が時間離散化される．

un+1 = un + ∆tu̇n +
∆t2

2
[
(1 − 2β) ün + 2βün+1

]
u̇n+1 = u̇n + ∆t

[
(1 − γ) ün + γün+1

] (6)

3. 数値計算例
本研究では Phase-field き裂モデルによる損傷を考慮し，
き裂の予測経路に沿って離散き裂を生成させるが，本稿に
おいては動的問題における有用性の検証のため，有限被覆
法により予め設定した面で部材を分離し，それに伴うエネ
ルギー保存を検証する．
文献 4)と同じ形状・材料定数を使用し，図-1に示す 96要

素二次元モデルを対象として動的解析を行う．ここで，全節
点に対して初速 u̇(x1, x2)|t=0 =

[
v0

x2

h
, 0

]
m/s，v0 = 0.2m/sを

与える．また，時間 t = 100 sにおいて x2 = 3.125 m，t = 200
sにおいて x2 = 4.625 m，t = 300 sにおいて x2 = 1.125 m
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図– 1 形状・境界条件とメッシュ

0

500

1000

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Lo
ad

[N
]

Displacement [mm]

Figure 3: 荷重変位曲線
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Figure 4: 荷重変位曲線
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図– 2 各エネルギーの時間変化

の地点で水平にき裂を発生させ，物体を分離させる．した
がって物体は運動の過程で 2つおよび 3つの部材として運
動することとなる．なお，物体力および空気抵抗・損傷は
考慮しないものとする．
時間と内部エネルギー，運動エネルギー，エネルギーの総
和の関係を図-2に，物体の挙動の履歴を図-3にそれぞれ示
す．図-2より，はじめは内部エネルギーと運動エネルギー
はおおよそ逆位相の変化挙動を示しているが，部材分離を
経るごとに周期の短い波になることがわかる．また，この
図より，拘束を失った個々の部材は回転しながら初期位置か
ら離れていく様子が確認できる．本計算例においては，損
傷によるエネルギー散逸は考慮されていないため，エネル
ギー保存が成立するが，図-2より，エネルギーの総和は物
体の運動状態に関わらず全体を通して保存されていること
が確認できる．
4. 結論
本研究では，任意の拡散き裂を表現する Phase-fieldき裂

モデルに有限被覆法を適用した離散き裂によるき裂進展問
題の解析手法について，動的解析問題へと拡張を行なった．
具体的には，運動エネルギーを含めたエネルギーのつり合
い式から，変位場と損傷場の支配方程式を導出し，有限被覆
法による空間離散化を行ない，Newmark β法を用いて時間
離散化をすることにより，動的破壊問題への適用を行なっ
た．また，本手法の性能を確認するため，有限被覆法によ
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図– 3 変形履歴

る離散型き裂を含む動的問題の解析を実施した．結果とし
て，離散型き裂の発生時におけるエネルギーが保存される
ことを確認し，動的問題における有用性を確認した．
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