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1. はじめに
幅広フランジを持つ梁のフランジにおける曲げ応力
の橋軸直角方向分布は，せん断遅れのために一様では
なく，ウェブ上の曲げ応力は初等梁理論よりも大きく
なる．道路橋示方書ではせん断遅れによる付加的な応
力を, 有効幅を用いて見かけ上の曲げ剛性を小さくす
ることで考慮している 1)．しかし，せん断遅れは曲げ
ではなく，せん断変形に起因する断面変形によって生
じる．
斉木・鄭 2)は，せん断遅れと横せん断による断面変
形を統一的に考慮できる梁理論を提案している．以後
これを断面変形梁理論と呼ぶ．この方法では，代表体
積要素に一様せん断変形を与えたときの軸方向変位を
そのまま断面変形モード f として， f から決定される
断面パラメタを用いることで，せん断遅れによる付加
的な応力を正確に求められる．しかし断面パラメタを
求めるには断面の有限要素解析が必要である．そこで
三井・斉木 3)は，断面形状を変化させてパラメトリッ
クスタディを実施し，有限要素解析を行わずに付加的
な応力評価をするための，線形回帰による断面パラメ
タ推定式を提案した．
しかし断面パラメタと断面形状の関係は複雑であり，
線形回帰による推定式の精度には限界がある．そこで
本研究では，非線形な関係にも対応可能な機械学習を
用いた, 付加的な応力の評価をするための断面パラメ
タ推定法を提案する．
2. 断面変形を考慮した梁の軸ひずみ
断面変形梁理論 2)によれば図–1のように単純支持さ
れて等分布荷重 qを受けるときの軸ひずみの解析解は，
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と表される．ここに，eは Napier数，Kbは曲げ剛性，
k，Kseqは断面変形に関するパラメタ R2，R3から得ら
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れるパラメタであり，Ksをせん断剛性GAとして
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, Kseq = Ks − R3 (2)

という関係がある 2)．ここに R2，R3は
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と定義されており，支配方程式導出の過程で断面変形
モード f から得られる 2)．Eはヤング率，Gはせん断
弾性係数，Aは断面である．(·),iは梁軸方向を x1，梁軸
直角水平方向を x2，鉛直方向を x3とした時の xiに関
する偏導関数を表す．右辺の第 1項は Euler-Bernoulli

梁の曲げによるひずみ，第 2項以降が断面変形に起因
する付加的なひずみである．式 (1)に示すように，付
加的な軸ひずみは f /Kseq と kによって決まる．なお，
支持条件や荷重条件を変えても，上記の 2つの変数に
よって断面変形に起因する付加的なひずみが決定され
ることは確認できている．
3. ガウス過程による断面パラメタ推定
せん断遅れと横せん断による断面変形が曲げに対し
て無視できない影響をおよぼす典型的な部材として，
図–2に示す単一材料の箱断面を選択する．bは断面の
幅，hは断面の高さ，t f はフランジ厚，twはウェブ厚
を表す．この箱断面に対して，断面変形梁理論で採用
する変位場に必要な断面変形モード f を求めるために，
代表体積要素に単位の横せん断変形を与えた 4)．代表
体積要素は 1次 6面体アイソパラメトリック要素を用
いて離散化した．
本研究では断面形状を入力値，それらに対する断面
パラメタを出力値として学習に使用する，教師あり学

I-22 土木学会東北支部技術研究発表会（令和3年度）



0.01 0.02 0.03 0.04

6

8

10

12
Training data
Gaussian process
Linear regression

tf  (m)

fm
ax

/(
K

se
q/

G
) 

 (
m

  )-1

図–3 断面パラメタ推定の一例

習の回帰モデルを構築した．まず，M個の入力値から
なる一般的な線形モデルは

y (x) = wTϕ (x) (4)

と表される．xは入力ベクトル，wは M次元の重みベ
クトル，ϕ (x)は基底関数である．ϕ (x)をあらかじめ
設定し，xと yの学習データより wを推定するパラメ
トリックアプローチに対し，カーネル関数 kを導入す
ることで wを求めず学習データに対する y (x)を求め
るノンパラメトリックアプローチをカーネル法と称す
る．本研究ではカーネル法の一方法であるガウス過程
回帰をモデルに用いた 5)．ガウス過程回帰はベイズ推
定を用いる手法であり，出力が確率的に得られるモデ
ルである．カーネル関数 kにはガウス (RBF)カーネル
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を用いた．θiはハイパーパラメータであり，最尤推定
を行うことで決定した．学習データ同士の類似度を表
す行列を K，推定したい入力と学習データの類似度を
表す行列を k∗とすると，推定する出力の期待値は

E[y∗] = kT
∗K−1y (6)

と表される．K，k∗はカーネル関数から求められる．
本研究ではガウス過程を用いて， fmax/Kseq , R2 , R3

を出力 yとして推定した． fmaxはフランジ上面の断面
変形モード f の最大値であり，その位置で付加的なひ
ずみが最大となる．これらの 3つのパラメタが推定で
きれば，断面変形を考慮したたわみや軸ひずみの評価
ができる． fmax/Kseq の推定では b/h，t f，tw を入力 x
とし，R2，R3の推定では，b，h，t f，twを入力 xとし
た． fmax/Kseqの推定における入力値は，三井・斉木 3)

によるパラメトリックスタディを参照して決定した．
ここに，断面パラメタ推定の一例を図–3示す．b =

2 m，h = 1 m，tw = 0.01 mとし，0.01 m ≦ t f ≦ 0.04 m

表–1 ウェブ上軸ひずみの相対差の絶対値平均（支間中央）
本提案 線形回帰 示方書

6.7 × 10−4 1.3 × 10−3 2.1 × 10−1

の範囲で t f を変化させて fmax/Kseq を推定したもので
ある．なお，パラメタはせん断弾性係数Gで正規化し
た．図–3から，ガウス過程の方が学習データに対する
当てはまりが良いことがわかる．
4. 付加的なひずみの評価
ガウス過程の回帰モデルの推定能力を検証するため
に，学習データとは別にテストデータを 20種類用意
した．テストデータはランダムに生成した断面形状と，
それに対するパラメタである．精度の検証として図–1
に示す単純支持梁の境界値問題を考え，ℓ = 20 mとし
て，推定したパラメタから求めた軸ひずみを，断面変
形梁理論 2)によるものと比較する．なお，比較対象と
した断面変形梁理論 2)による軸ひずみが，通常の連続
体ソリッド要素による数値解析結果を高い精度で再現
できることはわかっている 2)3)．推定精度は，三井・斉
木 3)により提案された線形回帰による方法と，道路橋
示方書 1)で比較した．なお，道路橋示方書によるひず
みは有効幅を用いて断面形状を定義し，Euler梁により
求めた．断面変形梁理論 2)を基準とした 20種類のテ
ストデータの支間中央における軸ひずみの相対差の絶
対値平均を表–1に示す．ガウス過程による推定を用い
ることで，示方書や線形回帰による方法よりもよい精
度で断面変形梁理論 2)による軸ひずみを再現できた．
5. 結論
箱断面を対象に，断面変形梁理論 2)で用いる断面パ
ラメタを機械学習により推定し，せん断遅れによる付
加的なひずみを，これまでに提案された線形回帰によ
る方法 3)より高精度に評価できた．
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