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1. 目的
本研究では，コンクリートの温度ひび割れ現象の予測が
可能な数値解析手法を提案する．本手法の特徴は，車谷ら
のコンクリートの破壊力学に基づく連続体損傷モデル 2) を
用いて損傷発展と熱伝導の連成問題を変分原理によって定
式化する点である．また，数値計算例を示し提案手法の妥
当性や精度について議論する．
2. 構成モデリング

Helmholtzの自由エネルギー密度を弾性損傷成分ψd (ε, d)，
損傷硬化に関する成分 ψκ (κ)，比熱に関する成分 ψT (T )の
和として，次式で定義する．

ψ (ε, d, κ, T ) ≡ ψd (ε, d,T ) + ψκ (κ) + ψT (T ) (1)

ここに，ε = 1
2 (∇u+∇uT),u, κ, T はそれぞれ微小ひずみテン

ソル，変位，損傷硬化変数 1)，絶対温度であり，d ∈ [0, 1]
は材料の局所的な損傷の度合いを表す損傷変数である．ま
た，ψd (ε, d)，ψκ (κ)，ψT (T )を以下のように定義する．

ρψd (ε, d,T ) =
1
2

(1 − d) K ⟨tr (ε)⟩tr (ε) +
1
2

K (⟨tr (ε)⟩ − |tr (ε) |) tr (ε)

+ (1 − d) G dev (ε) : dev (ε) − 3K α (T − TR) tr (ε) (2)

ρψκ (κ) = −1
2

r (κ − κ0)2 (3)

ρψT (T ) = ρc
(
T − TR − T ln

T
TR

)
(4)

そして，弾塑性モデルにおける降伏関数と類似の損傷降伏
関数 ϕd を次式で定義する．

ϕd (Ad, Aκ, d, κ) =
(

1
κ
+ β

)
(1 − d) Ad + Aκ − A0 ≤ 0 (5)

ここに，Ad, Aκ はそれぞれ損傷変数 d，損傷硬化変数 κと
エネルギー共役な熱力学的駆動力であり，A0 ≥ 0は初期の
損傷開始状態を示す閾値である．加えて，βは車谷ら 2) に
よってコンクリートの破壊力学に基づいて提案された定数
であり，材料パラメータと代表要素長 heおよび破壊エネル
ギーG f，κの初期値 κ0 を用いて次式で表される．2)

β =
Eκ0he

G f
(6)

式 (5)の損傷降伏関数 ϕd を用いることで最大散逸の原理よ
り，dと κの発展則を以下のように導出することができる．

ḋ = λ
∂ϕd

∂Ad
= λ

(
1
κ
+ β

)
(1 − d) (7)

κ̇ = λ
∂ϕd

∂Aκ
= λ (8)

ここに λは Lagrangeの未定乗数である．ここで，式 (8)を
式 (7)に代入することで得られる関係式

ḋ =
(

1
κ
+ β

)
(1 − d) κ̇ (9)

は，車谷らの損傷モデル 2) の時間微分に他ならない．この
ことは，式 (7)，(8)の発展則が車谷らの損傷モデルと等価
であることを示している．最後に，損傷発展に関する負荷/
除荷条件は次式で表される．

λ ≥ 0, ϕd ≤ 0, λϕd = 0 (10)

3. 変分法による熱–機械連成問題の定式化
CanadijiaとMösler3)の手法より，コンクリートで構成さ
れた連続体 Bの熱力学的平衡状態を導く最適化問題を次の
ように得ることができる．

inf
∀u̇,η̇,λ

sup
∀T
Φ̇ (u̇, η̇, λ, T ) subject to Eqn. (7)(8) (11)

ここで，Φ̇は単位時間あたりにおける連続体 Bの全エネル
ギー変化率であり，次式のように定義する．

Φ̇ (u̇, η̇, λ, T ) ≡
∫
B
Υ̇ (ε̇, η̇, λ, T ) dV + Ġext (u̇,T ) (12)

また，局所ポテンシャル変化率 Υ̇ の具体系を次式で定義
する．
Υ̇ (ε̇, η̇, λ, T ) = ρė (ε̇, η̇, λ) − ρT η̇ + D ( f (T, θ) λ) − χ (G) (13)

ここで，e (ε̇, η̇, λ) = ψ (ε̇, λ, T ) + ηT は内部エネルギー密度
であり，f (T, θ)は平衡温度 θ = ∂ρηeと外部温度 T を用いて
f (T, θ) = T

θ
で表される積分因子である．また，Φ̇ (u̇, η̇, λ, T )

の (u̇, η̇, λ, T )に関する停留条件を時間離散化することで，時
刻 t = tn+1 における支配方程式を以下のように得ることが
できる．∫

B
σn+1 : δεn+1dV +

∫
B
ρb · δun+1dV +

∫
∂MNB

TN · δun+1dA = 0 (14)

∫
B
ρ (ηn − ηn+1) δTn+1dV +

∫
B

δTn+1

Tn
∆λA0dV +

∫
B

Qn+1 · ∇
(
δTn+1

Tn+1

)
−

∫
∂HNB

QN
δTn+1

Tn+1
dA +

∫
B
ρh

δTn+1

Tn+1
dA = 0 (15)

θn+1 = Tn (16)

ϕd (εn+1, κn+1, ∆λ)

=

(
1
κ n+1

+ β

)
(1 − dn+1) Ad (εn) + Aκ (κn+1) − A0 = 0 (17)
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表– 1 材料パラメータ
E ヤング率 [MPa] 2.00 × 104

γ ポアソン比 0.00
r 損傷硬化に関する係数 4.40 × 101

G f 破壊エネルギー [N ·mm−1] 5.00 × 10−2

κ0 κの初期値 1.00 × 10−4

A0 損傷開始の閾値 [MPa] 6.50 × 10−1

α 熱膨張係数 [◦C−1] 1.00 × 10−5

c 比熱 [J · kg−1 · ◦C−1] 1.05 × 103

k 熱伝導率 [J ·m−1 · K−1] 1.60
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図– 1 一様引張試験
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図– 2 rを変化させたときの応力 -ひずみ曲線
4. 数値計算例
ここでは，２つの数値計算例を通して本研究の性能を検
証する．一つ目の例では，提案手法と車谷らの手法を用い
て一様引張試験をそれぞれ行い，得られた結果を比較する
ことで，本手法の妥当性を検証する．二つ目の例では，熱連
成解析を行うことで本研究で提案する手法がコンクリート
の温度ひび割れ問題を予測可能であることを例示する．解
析に使用する材料パラメータは表-1のとおりである．
4.1 一様引張試験
提案手法と車谷らの手法をそれぞれ用いて，図-1 (a)に示
す一辺 10 mmの正六面体要素に 1%のひずみを与える解析
を行った．図-1 (b)のグラフはそれぞれの手法を用いて得
られた応力-ひずみ曲線であり，提案手法により車谷モデル
に近い結果が得られることを示している．ただし，rと A0

は車谷モデルでは使用されていない材料パラメータであり，
これらの値を適切に設定する必要がある．図-2の rを変化
させたときの応力ひずみ曲線を示しており，rが大きくなる
ほど応力軟化後の曲線の傾きが大きくなることがわかる．
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図– 3 温度ひび割れ問題
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図– 4 損傷要素上部の x方向の応力と損傷変数の時刻歴
4.2 温度ひび割れ問題
コンクリートの温度ひび割れ現象の予測を例題として，
図–3(a)に示す解析モデルの全表面に，図–3(b)のグラフに
示す温度履歴を与える解析を行った．なお，モデル中央の
灰色で示す要素のみ損傷発展の計算を行い，それ以外の要
素については損傷発展を計算しない単純な線形弾性体とし
て計算を行った．図-4のグラフは，損傷要素上部の x方向
の応力と損傷変数の解析結果の時刻歴を示しており，温度
変化に伴って損傷変数 dが発展し，応力が低下することが
示されている．

5. 終わりに
本研究ではコンクリートの破壊力学に基づく連続体損傷
モデルを用いて損傷発展と熱伝導の連成問題を変分原理に
よって定式化し，コンクリートの温度ひび割れ現象の予測
が可能な解析手法を提案した．今後は材料パラメータの適
切な決定方法について検討する．
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