
圧力依存性接線係数を有する地盤材料の
超弾性構成則の基本特性に関する研究

東北大学工学部建築・社会環境工学科 学生会員 ⃝小山 直人
東北大学大学院工学研究科土木工学専攻 正会員 山川 優樹
東北大学大学院工学研究科土木工学専攻 フェロー会員 池田 清宏

1. はじめに
弾塑性構成則において弾性構成則は重要な役割を果たし，

主に亜弾性と超弾性の 2種類が利用されている．大ひずみ
弾塑性構成則を適切に定式化するために変形速度テンソル
の弾性・塑性部分への加算分解をベースとして弾性部分に
亜弾性構成則を用いる方法が幅広く採用され，1980年代ま
ではこれが有限変形弾塑性構成則の唯一の枠組みであった．
その後，変形勾配テンソルの乗算分解と超弾性構成則に基
づく有限ひずみ弾塑性構成理論の枠組みが J．C．Simoな
どの研究者によって提案され，普及が進んできた．
弾性応答をより正確に記述するためには，弾性部分に超

弾性構成則を採用するのが望ましい．これまでに地盤材料
を対象とした数種の超弾性モデルが提案されている．これ
らの超弾性モデルでは，地盤材料の弾性特性に特有の力学
特性である体積・せん断弾性係数の圧力依存性が表現され
ているが，その表現形式は様々である．
本研究では地盤材料を対象とした 4つの典型的なタイプ

の超弾性モデルの基本特性について調べる．一部の超弾性
モデルでは変形の進行過程で不合理な応力低下がみられた
ため，その点については重点的に調べる．
2. 地盤材料を対象とした超弾性モデル
(1) 変形勾配テンソルの乗算分解
変形勾配テンソル F の弾性部分・塑性部分への乗算分解

を仮定する．
F = F eF p (1)

中間配置 K̄を参照する弾性右Cauchy–Green変形テンソル
C̄eを次のように定義し，これを用いて弾性変形を記述する．

C̄e := F eTF e (2)
また，これと仕事共役な中間配置を参照する第二 Piola–

Kirchhoff 応力テンソル S̄ と Mandel 応力テンソル M̄ =

C̄eS̄ を用いる．
(2) 超弾性構成式
本論文では，4種類の超弾性モデルの基本特性を調べる．

以下に各モデルの中間配置でのMandel応力を与える構成
式を示す．また，式中の αは圧力依存性を表す材料定数で
あるが，各モデルによってその意味合いは異なる．
Model 1 このモデルは，Houlsby1) や Borja and Tam-

agnini2) の 2不変量表示超弾性モデルにおける弾性接線係
数の圧力依存性の表現方法を用いつつ，Neo-Hooke超弾性
モデルの形式に準じてテンソル表示したものである．
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せん断弾性係数には次のように圧力依存性が考慮されている．
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Model 2 このモデルは Hashiguchi3) が提案したもので，
Model 1でのせん断弾性係数 µe(Je)を式 (6)で置き換え，
せん断弾性係数が圧力のべき乗に比例する形式にしたもの
である．
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Model 3 Model 3は，Houlsby1) の 2不変量表示モデル
を Borja and Tamagnini2) が対数弾性ひずみを用いること
により有限変形へ拡張したものである．
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Model 4 Model 4は，Houlsby et al．4) が提案したもの
で，Model 3で用いた応力の 2不変量 p， qを式 (10)，(11)

で置き換えたものである．
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3. 様々な入力変形に対する網羅的な解析結果
様々な入力変形に対してMandel平均垂直応力 pと偏差

応力不変量 qを求める．図–1はHan5)らの研究による，側
圧一定圧縮による軸対称変形解析の応力ひずみ関係である．
同図のModel 1， 2， 3において，変形の進行過程で不合
理な応力低下が確認できる．この結果を踏まえ，式 (13)で
入力変形を設定し 2方向の主ストレッチ λ2を同じ値にする
ことで軸対称変形解析として，所定の範囲の入力変形につ
いて網羅的な解析を行い，各モデルの応力を比較し，図–1

の応力低下挙動について検討する．材料定数は各モデル共
通で P0 = −100 kPa，κ∗ = 3.0 × 10−3 として，Model 1

と Model 3 で µe
i = 60 kPa，Model 2 で µe

0 = 600 kPa,

µe
i = 60 kPa，Model 4で µe

0 = 600 kPaとした．このと
きの図–2に示す入力範囲における各Modelでの解析結果
を図–4に示す．ここでは，紙面の制約により偏差応力不変
量 q の結果のみを示す．また，変形の進行過程で不合理な
応力低下が起こる範囲に関して，図–3のようにそのひずみ
経路を含む範囲の体積ひずみ εv，偏差ひずみ εsについて解
析した結果を図–5に示す。図–5で実線で示したひずみ経
路上の qの値をみると，Model 1， 2， 3では側圧一定圧縮
のひずみ経路で応力低下が生じる状況が確認できた．

F e =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ2

 (13)
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図–1 偏差応力不変量 q における応力低下が起きるひずみ経路
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図–3 第２象限に注目した時
の解析範囲

図–4 偏差応力不変量 q の分布 (α > 0)

図–5 第 2象限に注目した時の偏差応力不変量 q の
分布とひずみ経路 (α > 0)
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