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図–1 正規直交座標系の設定

1. はじめに
橋梁等の構造解析において，梁要素によりモデル化

できれば，連続体要素でモデル化した場合よりも自由

度を低減でき，効率的に解析できる．しかし，薄肉断

面や複合断面のような断面変形が無視できない部材に

おいては，断面平面保持を仮定した一般的な梁要素を

使用すると，解析精度が低下する．支間に比べて桁高

や幅が小さくない場合，断面変形の影響が大きくなる

ことが知られている．

梁の断面変形はせん断遅れや横せん断といった要因

ごとに研究がなされたが，近年では，均質化梁理論に

より任意断面のフランジのせん断遅れやウェブの面外

せん断変形などの断面変形を考慮した梁理論が開発さ

れている1),2)．

動的問題を考える場合，高次の振動モードでは曲げ

の波長が短くなる．そのため，せん断変形の影響が相

対的に大きくなることが知られており，Timoshenko梁

の動的特性に関する研究3),4)が盛んに行われてきた．し

かしながら，断面変形が梁の動的特性に及ぼす影響は

明らかにされていない．そこで，本研究では断面変形

を考慮した梁に動的特性を組み込んで定式化し，従来

の梁との精度を比較することで，断面変形が動的問題

に及ぼす影響を検証する．

2. 支配方程式の定式化
(1) 変位場の設定

図–1 に示すような長さ lの x1 方向に一様な断面の

梁を解析対象とし，正規直交座標系を設定する．x1方

向の解析対象領域を L = {x1|0 ≤ x1 ≤ l}，断面の解析対
象領域を Aとする．梁断面の重心を x2, x3の原点とす

ると，時刻 tのときの梁の x1軸方向変位場は，

u1 = x3θ(x1, t) + f (x2, x3)1(x1, t) (1)
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と表すことができる．ここで，θ(x1, t)は梁の断面の回

転，1(x1, t)は断面変形の大きさである．x2, x3軸方向

変位場は，u2 = 0，u3 = u3(x1, t)とすると，ひずみは

ϵ1 =
∂u1

∂x1
= x3θ

′ + f1′ (2)

ϵ3 =
∂u3

∂x3
= 0 (3)

γ12 =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1
= f,21 (4)

γ13 =
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1
= γ̃ + f,3 (5)

と表すことができる．ここで，(·)′は x1に関する導関

数，(·),iは xiに関する偏導関数を表す．また，γ̃ = θ+u3
′

は梁の横せん断ひずみである．

(2) 仮想仕事式

解析対象領域を V := L × Aとし，慣性力と単位軸方

向長さ当たりの x3 方向の分布荷重 q(x1, t)，境界条件

としての表面力 pi(i = 1, 3)を考慮した仮想仕事式は，∫
V
{Eϵ1δϵ1 +G(γ12δγ12 + γ13δγ13)

+ ρ(ü1δu1 + ü3δu3)} dV

=

∫
L

qδu3dx1 +

∫
∂V

(p1δu1 + p3δu3) dA

(6)

と表せる．ここで， ˙(·)は時間導関数である．上式に式
(1)～(5)を代入し変形し，断面積分を実行すると，弱

形式の支配方程式∫
L
{(Kbθ

′ + R11
′)(δγ̃′ − δu3) + (R1θ

′ + R21
′)δ1′

+ (Ksγ̃ + R41)δγ̃ + (R4γ̃ + R31)δ1

+ (L1θ̈ + L31̈)(δγ̃ − δu3
′) + (L3θ̈ + L41̈)δ1 + L2ü3δu3} dx1

=

∫
L

qδu3 dx1 + (M(δγ̃ − δu3
′) + Dδ1 + Qδu3) |x1=0,l

(7)

が得られる．ここで，パラメータ Kb，Ks，Ri，Liおよ

び端部断面に作用する外力の合応力 M，D，Qは，
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図–2 解析対象の梁の断面図

図–3 荷重・拘束条件

Kb :=
∫

A
E(x3)2 dA, Ks :=

∫
A

G dA,

R1 :=
∫

A
Ex3 f dA, R2 :=

∫
A

E f 2 dA,

R3 :=
∫

A
G
{
( f,2)2 + ( f,3)2

}
dA, R4 :=

∫
A

G f,3 dA

L1 :=
∫

A
ρ(x3)2 dA, L2 :=

∫
A
ρ dA,

L3 :=
∫

A
ρx3 f dA, L4 :=

∫
A
ρ f 2 dA,

M :=
∫

A
x3 p1 dA, D :=

∫
A

p1 f dA, Q :=
∫

A
p3 dA

(8)

と定義した．

式 (7)の δu3，δγ̃，δ1に関する項を取り出し，それ

ぞれ部分積分を行うと，強形式の支配方程式は，

Kbθ
′′′ + R11

′′ − L1θ̈
′ − L31̈

′ − L2ü3 + q = 0 (9)

−Kbθ
′′ + R11

′′ + Ksγ̃ + R41 + L1θ̈ + L31̈ = 0 (10)

−R1θ
′′ − R21

′′ + R4γ̃ + R31 + L3θ̈ + L41̈ = 0 (11)

となる．

3. 箱断面梁による精度検証
解析対象は箱桁とし，断面図を図–2に示す．なお，
板厚はフランジ，ウェブともに 20 mmとした．図–3に

示すように，支間長は L = 20 mとし，端部で x3方向に

拘束した．また，Young率は 2.0×1011 N/m2，Poisson

比は 0，密度は 1000 kg/m3とした．

本提案
Timoshenko

モード次数

0
10 20

0

0.1

0.2

相
対
誤
差

図–4 モードと固有振動数の相対誤差

連続体要素のみを用いたモデル（solidモデル）の結果

を参照解として，本手法に基づく梁要素と，Timoshenko

梁要素の解析結果を比較した．なお，Timoshenko梁の

せん断補正係数 κは，せん断遅れを拘束したときの代

表体積要素のせん断力をQと横せん断ひずみ γ̃の関係

から設定した5)．

解析モデルの要素分割は，連続体要素には 8節点 6

面体アイソパラメトリック要素を用い，要素分割は板

厚方向，x1方向ともに 20 mmとした．また，solidモ

デルのフランジのたわみを拘束するために，フランジ

のヤング率 E2 とせん断弾性係数 G23 の値を大きく設

定した．梁要素はすべて x1方向に要素長を l= 20 mm

とした．

上記のモデルを固有振動解析したときのモード次数

と固有振動数の参照解との相対誤差を図–4に示す．図–
4より，モード次数が小さいとき，本提案はTimoshenko

モデルと比較して固有振動数が参照解に近いが，次数

が大きくなるにつれて Timoshenkoモデルが本提案よ

りも参照解に近くなっていることが確認できる．これ

は，モードの次数が大きくなると曲げの波長が短くな

ることで，断面変形が拘束されせん断剛性が大きくな

るため，Timoshenko梁のせん断剛性が実際よりも小さ

く評価されていることが原因だと考えられる．
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