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1. はじめに
本研究は，尾崎ら (2007)による時間依存性を有する弾塑

性摩擦構成則の陰的接触力更新アルゴリズムの構築を目的

とする．岡部ら (2020)の後退差分近似を適用したリターン

マッピングでは時間増分を十分に大きく設定することがで

きないため，新たに台形公式を適用したアルゴリズムを構

築し，これを用いてスティックスリップ現象の数値的再現を

試みた．

2. 弾塑性摩擦モデル
相対変位 uを弾性成分 ueと塑性成分 upに加算分解する．

u = ue
+ up (1)

弾性摩擦則を次式で与える．

f =
∂Ψ

∂ue ; Ψ(ue) = −αn

2
(ue

n)2 − αt

2
(ue

t )2 (2)

ここで，Ψは弾性ひずみエネルギー関数， f は接触力であ

る．また，αt と αn は弾性定数であり，ue
t と ue

n はそれぞれ

ueの水平方向成分と鉛直方向成分の大きさである．摩擦力

ft と接触圧力 fn は次式で与えられる．

ft = αtu
e
t (3)

fn = αnue
n (4)

本研究で用いる弾塑性摩擦モデルでは，動摩擦係数と静止

摩擦係数の違いを考慮するため，摩擦係数を µk ≤ µ ≤ µsを

満たす変数とする．ここで，µk は動摩擦係数，µsは静止摩

擦係数である．µの発展則は以下のように与える．右辺の

第一項は塑性すべりに起因する µの減少項であり，第二項

は時間経過に起因する µの増加項である．

µ̇ = Vk(µ)∥u̇p∥ + Vs(µ) (5)

Vk(µ)と Vs(µ)の具体形を次式で与える．
Vk(µ) = −κ(µ − µk)

Vs(µ) = ξ(µs − µ)
(6)

ここで， κは凝着解消指数，ξは凝着発達指数である．

このとき，正規塑性すべり面は次式で与えられる．

f̂t = µ fn (7)
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また当モデルでは，滑らかな弾塑性遷移や繰り返し負荷に

よる微小な塑性すべりの表現を目的に，下塑性すべり面（下

負荷面）の概念 (図–1)を導入する．

図–1 弾塑性摩擦モデル

fn 面上における正規塑性すべり面に対する下塑性すべり

面の相似比を Rとすると，下塑性すべり面は次式で与えら

れる．

ft = Rµ fn (8)

Rの発展則を次式で与える．

Ṙ = U(R)∥vp∥; U(R) = m
1 − R

R
(9)

塑性すべり則は次式で表される．

u̇p
= −γ̇ ∂ϕ

∂ f
= −γ̇ t; ϕ = ft (10)

負荷基準は γ̇ > 0であり，塑性すべり関数は以下のように

定義する．

Φ( f , µ,R) = ft − Rµ fn (11)

3. 陰的接触力更新アルゴリズム
本研究では，台形公式を適用して陰的接触力更新アルゴ

リズムを構築する．ここで，ue
n+1/2，µn+1/2，Rn+1/2を以下の

ように定義する．

ue
n+1/2 = ue

n +
∆t
2

(u̇n + γ̇n) (12)

µn+1/2 = µn +
∆t
2

(γ̇nVk(µn) + Vs(µn)) (13)

Rn+1/2 = Rn +
∆t
2
γ̇nU(Rn) (14)

更新アルゴリズムは以下の手順で構成される．
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(1) 試行弾性計算

試行弾性計算は以下のようになる．

ue(trial)
n+1 = ue

n+1/2 +
∆t
2

u̇n+1 (15)

µ(trial)
n+1 = µn+1/2 +

∆t
2

Vs(µ
(trial)
n+1 ) (16)

f (trial)
n+1 =

∂Ψ

∂ue

∣∣∣∣∣(trial)

n+1
(17)

µは除荷時も発展することに注意する.

(2) 負荷判定

Φ( f (trial)
n+1 , µ

(trial)
n+1 ,Rn+1/2) ≤ 0ならば，試行弾性計算で得られ

た値をそのステップでの値として更新する．

fn+1 = f (trial)
n+1 (18)

ue
n+1 = ue(trial)

n+1 (19)

µn+1 = µ
(trial)
n+1 (20)

γ̇n+1 = 0 (21)

Rn+1 は，以下の式から算出する．

Φ( f (trial)
n+1 , µ

(trial)
n+1 ,Rn+1) = 0 (22)

(3) 塑性修正計算

塑性すべりが発生した場合，ue
n+1, γ̇n+1, µn+1, Rn+1 を未知

数とする以下の代数方程式を Newton-Raphson法で解く．

ue
n+1 = ue(trial)

n+1 +
∆t
2
γ̇n+1 (23)

µn+1 = µn+1/2 +
∆t
2

(γ̇n+1Vk(µn+1) + Vs(µn+1)) (24)

Rn+1 = Rn+1/2 +
∆t
2
γ̇n+1U(Rn+1) (25)

Φ( fn+1, µn+1,Rn+1) = 0 (26)

接触力は次式で表される．

fn+1 =
∂Ψ

∂ue

∣∣∣∣∣
n+1

(27)

Consistent接線係数は以下のようになる．

C̃ep
n+1 = −αnn⊗ n− α̃t(I − n⊗ n) − (αt − α̃t)t(trial)

n+1 ⊗ t(trial)
n+1

−
αt t(trial)

n+1 ⊗ (αnRn+1µn+1n− αt t(trial)
n+1 )

αt + Rn+1Ṽk n+1 f (trial)
n n+1 + Ũn+1µn+1 f (trial)

n n+1

　

(28)

α̃t = αt

{
1 − (∆γαt/ f (trial)

tn+1 )
}

(29)

Ṽkn+1 =
Vk(µn+1)

1 − (∆t/2)
{
γ̇n+1V ′k(µn+1) + V ′s(µn+1)

} (30)

Ũn+1 =
U(Rn+1)

1 − (∆t/2)γ̇n+1U′(Rn+1)
(31)

4. 解析対象となるモデル
本研究では図–2に示すような解析モデルを想定した．

このモデルの運動方程式は次式で与えられる．

Mat(t) = K(Vt − ut(t)) − S ft(t) (32)

図–2 解析モデル

ここで，Mはスライダーの質量，Kはばね定数，V はド

ライバーの速さ，S はスライダーと底盤の見かけの接触面

積である． ft(t)は上述した計算より求めた摩擦力である．

この運動方程式に台形公式を適用し，各ステップの終了時

刻において式 (32)を立てた．この非線形方程式を Newton-

Raphson法により解く．また，収束計算の際に，上述した

アルゴリズムに整合する接線係数 (28)を用いて線形化方程

式 (32)を解く．

5. 解析結果
設定し得る ∆tの最大値は，台形公式を適用したアルゴリ

ズムでは 1.3 × 10−2s，後退差分近似を適用したアルゴリズ

ムでは 2.7 × 10−4sであり，約 48倍の増分を設定できるよ

うになった．また，構築したアルゴリズムを用いてスティッ

クスリップ現象を再現したところ，図–3より台形公式を適

用した場合の方が ∆tを変化させても影響を受けにくいこと

を見て取れる．
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図–3 計算精度の検証: (a) ∆t = 10−4 s; (b) ∆t = 10−5 s

6. 結論
台形公式を適用した陰的接触力更新アルゴリズムは，後

退差分近似を適用する場合に比べて，時間増分をより大き

く設定してスティックスリップ現象を再現することができ

た．また，このアルゴリズムは安定性に加え，高い精度を

有していることが分かった．
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