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1. はじめに
繰返し載荷時における地盤材料の液状化へ至る過程でみ

られるサイクリック・モビリティ現象を再現する弾塑性モ

デルの開発が行われている 1),2),3),4),5),6),7) .山川ら 8)は，変形

勾配テンソルの乗算分解と超弾性構成式を組み合わせた有

限変形・回転硬化 Cam-clayモデルを提案し，陰的差分近似
に基づくリターンマッピングアルゴリズムを用いることに

より高精度な応力計算を可能にした．

一方で，現在実務に多く用いられている応力-ひずみ関係
を直接的に定式化するモデルと比較して，弾塑性モデルは

実務での適用実績は未だ多くない．

よって本研究では，繰返しせん断変形に対するサイクリッ

クモビリティを含めた液状化に至る挙動について，有限変

形・回転硬化 Cam-clayモデルがどの程度の適用性を持つか
を，既往の実験結果やシミュレーション例と比較すること

により確認する．

2. 有限変形・回転硬化Cam-clayモデル
(1) 変形勾配テンソルの乗算分解に基づく諸量の定義

変形勾配テンソル 𝑭を弾性部分・塑性部分へ乗算分解す

ることを仮定し，さらに 𝑭p をエネルギー貯蓄部分である

𝑭Pe とエネルギー消散部分である 𝑭Pd に乗算分解を行う．

𝑭 = 𝑭e𝑭p, 𝑭p = 𝑭pe𝑭pd (1)

𝑭pe によって異方性塑性硬化を表現し，背応力テンソルの

客観速度による発展則を用いない定式化による非線形回転

硬化モデルを構築する．

(2) 超弾性構成式

中間配置を参照して表示された超弾性モデルを用いる．

超弾性ポテンシャル関数𝑊e (�̄�e)を弾性変形テンソル �̄�e :=
𝑭eT𝑭eで微分することで第 2 Piola–Kirchhoff応力 �̄�を得る．

𝑊e (�̄�e) = �̄�e (𝐽e) + �̂�e (𝐽e, �̄�e
dis) (2)

�̄� = 2
𝜕𝑊e (�̄�e)

𝜕�̄�e
(3)

ここで，弾性体積変化を 𝐽e := det 𝑭e = (det �̄�e)1/2,塑性体
積変化を 𝐽p := det 𝑭p = (det𝑪p)1/2 としている．また，�̄�e

の等積成分 �̄�e
dis = (𝐽e) (−2/3) �̄�e を用いている．紙面の都合

により𝑊e (�̄�e) の具体形は省略するが，本研究で用いる超
弾性モデルでは体積弾性係数とせん断弾性係数ともに圧力

依存性を有する．
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(3) 回転硬化に関する構成式

回転硬化に関する構成式は，回転硬化に関する変形内部

変数テンソル �̃�pe := 𝑭peT𝑭pe と第二 Piola–Kirchhoff応力に
類似した回転硬化応力比テンソル �̃�rot との関係式として与

える．回転硬化に関するポテンシャル関数𝑊 rotを �̃�pe で微

分することで �̃�rot を導く．

�̃�rot = 2
𝜕𝑊 rot (�̃�pe )

𝜕�̃�pe
(4)

ここで，𝑊 rot (�̃�pe )は �̃�pe の等積成分 �̃�
pe
dis := (𝐽pe )−2/3�̃�pe を

用いており，det �̃�pe = (𝐽pe )2，det �̃�pe
dis = 1である．

(4) 回転硬化モデルに用いる修正応力の導入

回転硬化モデルの定式化において，中間配置 K̄ を参照す
る修正Mandel応力を次式のように定義する．

�̄�mod := �̄� − (−�̄� + 𝑃t)�̄�rot
dev (5)

ここで，Mandel応力 �̄�と式 (3)の �̄�は �̄� = �̄�e �̄�で関係づ

けられる．また，式 (5)を pull-backすると，基準配置 K0

を参照する修正応力が次のように得られる．

𝑴mod = 𝑭pT�̄�mod𝑭p−T = 𝑴 − (−𝑃 + 𝑃t)𝑴rot
dev (6)

ここで，𝑃は基準配置K0を参照する応力 𝑴 の平均垂直応

力であり，𝑃 := 1
3 tr 𝑴 と定義している．

(5) 中間配置 K̄ を参照する下負荷面関数
中間配置 K̄ を参照する修正応力 �̄�mod の 3不変量 �̄�mod，

�̄�mod，Θ̄mod を用いた �̄�rotの下負荷面関数 𝑓 の定義を以下

に示す．以下の式で用いている �̄�mod， �̄�mod，Θ̄modはそれ

ぞれ，式 (6)で定義した修正Mandel応力 �̄� の平均垂直応

力，偏差不変量，Lode角である．

𝑓 (�̄�, �̄�rot, 𝑃c, 𝑅) :=
(�̄�mod)2{

𝑀 (Θ̄mod)
}2 − 𝑐(𝜂rot)2

+ (�̄�mod − 𝑃t)
[
�̄�mod − {𝑃t + 𝑅(𝑃c − 𝑃t)}

]
(7)

𝑀 は Lode角に依存した限界応力比，𝑅 は下負荷面モデル

における正規降伏比，𝑃tは引張降伏応力，𝑃cは圧密降伏応

力である．また，𝜂rotは 2.(3)節で述べた回転硬化の程度を
表す応力比変数である．これを右辺第 1項の分母に用いる
ことにより，回転硬化の進行に伴う楕円形 Cam-clay降伏面
の扁平化を導入している．𝑐はその係数である．

3. 適用性検証
(1) 解析結果の一例と比較・検討

非排水条件を想定して体積一定拘束のもとで 𝑥12 方向に

せん断変形を与え，応力せん断成分の絶対値 |𝜎12 |が所定の
値 𝜎∗ = 30(kPa)に達したら変形を反転させる応力振幅制御
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による繰返し変形解析を行った．

表–1の材料定数を用いた解析によって得られた応力‐ひ
ずみ関係と有効応力経路をぞれぞれ図–1，図–2に示す．ま
た，比較対象として，実務に多く利用されている多重せん断

機構モデルの解析結果 9) を図–3に示す．ここで，図–3は，
細粒分含有率 𝐹C < 5%かつ等価 𝑁 値 = 10の地盤材料を仮

定し，本研究と同様に非排水・体積一定の条件において繰

り返しせん断変形を与えた例である．

図–1 応力-ひずみ関係 図–2 有効応力経路図

図–3 多重せん断機構モデルの解析例

表–1 材料定数（繰返しせん断試験）
材料定数 値

弾塑性圧縮指数 𝜆∗ 2.0 × 10−2

弾性圧縮指数 𝜅∗ 1.2 × 10−2

せん断弾性係数の基準値 𝜇e
0 5.0 MPa

圧力 𝑝𝑖 時のせん断弾性係数 𝜇e
i 0.0

せん断弾性係数の圧力依存係数 𝛼 1.0

軸対称圧縮状態での限界応力比 𝑀TC 1.2

軸対称圧縮状態での塑性ポテンシャル面の形状比 𝑁TC 1.2

弾性引張限界応力　　　　　　 𝑝i 1.0 × 10−8

塑性引張限界応力　　　　　　 𝑝t 1.75 × 10−2

回転硬化による降伏面の扁平化係数 𝑐 1.0

回転硬化限界応力比 𝑀r，TC 1.2

回転硬化の発展係数 𝑏r 15

回転硬化則の非線形性を表す指数 𝛽 1.0

偏差硬化・軟化境界応力比 𝑀d，TC 8.0 × 10−3

偏差硬化・軟化係数 ℎ𝑠1 0.80

偏差硬化・軟化に用いる定数 𝑎 0.0

偏差硬化・軟化に用いる定数 𝑏 1.0

弾性限界の正規降伏比 𝑅e 0.0

下負荷面発展係数の基準値 𝑢0 10

下負荷面発展係数の Lode角依存性 𝜐 0.0

累積偏差塑性ひずみによる

下負荷面発展係数の減少指数 𝜍 3.5 × 10+2

基準状態での平均垂直応力 𝑃0 −100 kPa
先行圧密応力 𝑃c0 −100 kPa
過圧密比 OCR 1.0

図–1より，繰返し載荷にともなってひずみが増加し𝜎max =

30(kPa)に達した点で折り返していることや，ひずみ振幅が
増幅し地盤材料が軟化していることが分かる．また，図–2
より，繰返し載荷が進むごとに平均有効応力が低下してい

き液状化に達する様子や，繰返しせん断過程で平均有効応

力の増加に伴いせん断剛性が増加するサイクリックモビリ

ティの特徴的な挙動が確認できる．これらは図–3と同程度
の再現結果が得られていると言え，載荷-除荷曲線も近い軌
跡を描けていることが分かる．

しかし，図–1より,ひずみが 4%付近に達した後，繰返
し載荷ごとのひずみ振幅の拡大程度が小さくなっているこ

とが確認できる．原因の一例として，塑性変形の進行に伴

う正規降伏比 𝑅の増加程度が小さくなってしまっているこ

とが挙げられる．これはパラメータ調整による改善も見込

めるが，本解析では改善は見られなかった.
また，応力制御により繰返し載荷を与える過程で，ある

値以上の応力増分を与えた場合にリターンマッピングの反

復求解計算が収束せず，不適切な結果が得られる例も確認

された．これは弾性域と塑性域の境界を超えるような応力

増分を 1ステップで与えた場合に諸量の更新計算が適切に
なされていないことが原因と考えられ，こうした条件に対

応した解析アルゴリズムの改善が今後必要である．しかし，

応力増分をある値まで小さく設定することで適切な計算結

果が得られることも確認された．

(2) 結論

本研究では，応力‐ひずみ関係と有効応力経路にみられ

るサイクリックモビリティの挙動について既往のモデルと

同程度の再現結果が得られた．よって，有限変形・回転硬化

am-clayモデルの液状化に至る挙動に対する適用性を確認で
きた．しかし材料パラメータの設定によっては，地盤材料

が液状化に至った後に，所定の応力振幅に対してひずみ振

幅が次第に縮小してしまう挙動が見られたことから，この

点については改善が必要と考えられる．今後もパラメータ

調整による挙動の変化を確認し，本モデルの改良に努める

予定である．
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