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1. はじめに
地盤材料を対象とした有限変形弾塑性構成則において，陰

的差分近似に基づくリターンマッピング・アルゴリズムを

用いることで高精度の応力計算が可能である．その際，非

線形連立方程式の反復収束計算による求解が必要となる．

また，塑性発展則の時間積分ではテンソル指数関数が一般

に用いられるが，それを級数表示した場合の計算コストが

問題となる．本研究では，塑性発展則の時間積分に着目し，

計算精度の検証と計算コストの低減を試みる．方法として，

塑性発展則の時間積分においてテンソル指数関数を用いた

場合と，テンソル指数関数の高次項を省略した場合につい

て比較を行う．

2. 有限変形・回転硬化下負荷面 Cam-clayモ
デル

(1) 変形勾配テンソルの乗算分解に基づく諸量の定義

全変形勾配 F を弾性部分・塑性部分への乗算分解を仮定

し，さらに F pをエネルギー貯蓄部分である FPe とエネル

ギー消散部分である FPd に乗算分解を行う．

F = F eF p, F p = F peF pd (1)

上式により，基準配置 K0と現配置 K に加え，中間配置 K̄
と配置 K̃，K̂を新たに導入する．その配置の関係図を図–1

に示す．
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図–1 各配置の関係図

(2) 超弾性構成式

本論文では，Hashiguchi2) の提案した超弾性モデルを用

いる．超弾性ポテンシャル関数は弾性右 Cauchy-Green変

形テンソル C̄e := F eTF e で偏微分することで第 2Piola–

Kirchhoff応力 S̄を得る．また，せん断弾性係数 µe(Je)は，

弾性体積変化 Jeの関数とすることにより圧力依存性を導入

した式 (3)を用いる．

S̄ = 2
∂We(C̄e)

∂C̄e
(2)
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µe(Je) := µe
1 + (µe

0 − µe
1)

(
Je

Je
0

)−α/κ∗

(3)

(3) 中間配置 K̄を参照する下負荷面関数
中間配置 K̄を参照するMandel応力 M̄ := C̄eS̄ を用い

て修正応力 M̄mod を以下のように定義する．

M̄mod =: M̄ − (−P̄ + Pt)M̄
rot
dev (4)

また，中間配置 K̄を参照する修正応力 M̄modの 3不変量

P̄mod, Q̄mod, Θ̄mod を用いた M̄ rot の下負荷面関数 f の定

義を以下に示す．

f(M̄ ,M̄ rot, Pc, R) :=

[
(Q̄mod)2{

M(Θ̄mod)
}2 − c(η̄rot)2

+

[
P̄mod −

{(
1− R

2

)
Pt +

R

2
Pc

}]2]1/2

− R

2
(Pt − Pc)

(5)

(4) 塑性発展則

塑性変形勾配テンソル F p の発展則は塑性速度勾配テン

ソル L̄p を用いて次の第 1式で与えられ，これを陰的近似

により時間区間 [tn, tn+1]で時間積分することにより第 2式

を得る．

Ḟ p = L̄pF p ⇝ F p
n+1 = exp[L̄p

n+1∆t]F p
n (6)

ここで，2階テンソル Z の指数関数は次式の無限級数で表

される．

expZ =

∞∑
k=0

1

k!
Zk = I +Z +

1

2
Z2 +

1

6
Z3 + . . . (7)

実際の数値計算では無限級数のうち有限の項数を採用する

ことになるが，第何項まで採用すべきかについては，次の

精度判定により決定した．

1

k!

∥∥Zk
∥∥ < TOL (8)

本研究における数値解析では TOL = 1.0 × 10−12 とした．

また，式 (7)で，2次以降の項を無視して第 1項までのみを

用いることで後退差分近似になる．

F p
n+1 = (I + L̄p

n+1∆t)F p
n = (L̄p

n+1∆t)F p
n (9)

その他の塑性内部状態変数の発展則は紙面の都合上割愛す

るが，テンソル量の更新式は式 (6)と同様である．
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3. 精度検証解析
(1) テンソル指数関数と非圧縮性の保持

塑性非圧縮の構成則の場合，式 (6)における塑性体積変

形 Jp は，detF p
n = 1, trL̄p

n+1 = 0とすると，

Jp
n+1 = detF p

n+1 = det(exp[L̄p
n+1∆t]) detF p

n

= exp(tr[L̄p
n+1∆t]) detF p

n

= (exp 0) detF p
n = 1 (10)

となり，非圧縮性は保持される．しかし，式 (9)に示した後

退差分近似を用いた場合，detF p
n = 1, trL̄p

n+1 = 0 であっ

たとしても，Jp
n+1 = 1が必ずしも保持されるとは言えない．

Vladimirovら 3)は，金属の硬化挙動を示す有限変形構成則

において，塑性発展則の時間積分における近似方法と計算

精度について検証し，後退差分近似による精度の問題性を

指摘した．そこで，本研究では下負荷面Cam-clayモデルの

限界状態における塑性非圧縮の計算精度について検証する．

(2) 解析条件の設定

本研究では，応力計算の時間積分においてテンソル指数

関数を式 (7)を用いて示した場合を Case A，式 (9)を用い

て 1次近似した場合を Case Bと設定する．それぞれの条

件における応力計算精度の検証を行うため，応力制御・ひず

み制御を用いて非排水三軸圧縮試験を再現した解析を行っ

た．解析方法について，2つの条件を設定した．

検証 1⃝ :初期状態から限界状態に達する時の近似精度

の影響を検証するため，変形勾配 F33 = 0.25 を

1000,100,50,20,10ステップに分割して解析を行う．

検証 2⃝ :限界状態に達した後の変形解析における近似精度

の塑性非圧縮性への影響を検証するため，初めに初期

状態から限界状態に達するまで十分に細かいステップ

数を設定して解析を行い，その後 1ステップあたりの

変形勾配を F33 = 0.001～0.2の間で変化させ，それぞ

れ解析する．

以上の条件でCase AとCase Bのそれぞれについて検証を

行った．尚，初期状態を規定する変形勾配 F0は，ここでは

F0 = I(初期変形なし)とする．各材料定数及び初期条件は

表–1に示すものを用いた．

(3) 検証と考察

検証 1⃝における Case Bの応力-ひずみ関係を図–2，検証
2⃝のCase Bの応力-ひずみ関係を図–3に示す．大きな変形

増分を用いて少ないステップ数で解析を行った場合は応力

計算に誤差が生じるため，分割ステップ数の違いによって

解析結果に若干の違いがみられるが，Case Aと Case Bの

間に差は生じなかった．次に，検証 1⃝における，Case Aの

テンソル L̄p
n+1∆tのノルムとそれを用いて式 (7)で計算し

た exp(L̄p
n+1∆t)とその一次近似値との相対誤差との関係を

図–4に示す．図–4より，今回検証できた範囲では，テン

ソル指数関数の近似誤差は最大で約 0.05%の誤差が発生し

ているが，応力-ひずみ関係の結果は無視できる程度の誤差

のみにとどまった．以上より，今回検証できた変形増分の

範囲では，1次後退差分近似による体積非圧縮性の不保持

の可能性の影響は確認されなかった．その為，今回検証し

たような１ステップでの増分の範囲内では，塑性発展則に

おける近似精度を下げても問題ないと考えられる．

表–1 材料定数及び初期条件（三軸圧縮解析）
材料定数 値

弾性圧縮指数 κ ∗ 8.0× 10−2

弾塑性圧縮指数 λ∗ 3.0× 10−2

せん断弾性係数の基準値 µe
0 600 kPa

せん断弾性係数の圧力依存係数 α 0.8

下負荷面発展係数 u 1.0× 10−2

回転硬化限界応力比 Mr 1.00

回転硬化の発展係数 br 0.00

限界応力比（軸対称圧縮状態）MTC 1.20

偏差硬化・軟化境界応力比Md，TC 1.00

基準状態での平均垂直応力 P0 −100 kPa

過圧密比 OCR 1.00
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図–2 応力-ひずみ関係 (検証
1⃝，Case B)
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図–3 応力-ひずみ関係 (検証
2⃝，Case B)

図–4 テンソル Z のノルムと expZ の近似精度の関係
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