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1 はじめに
変形勾配の乗算分解に基づく弾塑性有限変形解析コード

を開発した．山川ら 1) に倣い Cam-clay モデルについて，

Return-mappingアルゴリズムを用いた陰的応力更新法とそ

れに整合する接線係数を用いた．また，圧縮性を有する弾

性構成則を用いても塑性が卓越すると非圧縮条件が課させ

るような材料では体積ロッキング現象は発現しうる．この

ような材料の体積ロッキング現象の回避を含め，開発した

コードの精度検証を行った．

2 弾塑性モデル
2.1 諸量の定義

本研究においては，変形勾配の乗算分解に基づく弾塑性

有限変形理論に基づいて定式化を進める．次式のように変

形勾配 Fを弾性変形勾配 Feと塑性変形勾配 Fpへ乗算分解

する．

F = FeFp (1)

このとき，塑性変形勾配 Fpは基準配置から中間配置，弾性

変形勾配 Fe は中間配置から現在配置への変形を表す．

弾性右 Cauchy-Greenテンソル Ce，中間配置を参照とす

る第 2Piola-Kirchhoff応力 Se，Mandel応力 Mpおよび塑性

速度勾配 lp を次式のように定義する．

Ce := FeTFe (2)

Se := Fe−1τFe−T (3)

Mp := FeTτFe−T (4)

lp := ḞpFp−1 (5)

ここで，τは現在配置を参照とする Kirchhoff応力である．

上記の塑性速度勾配 lp とMandel応力 Mp は塑性散逸仕事

において共役の関係にあり，後述する塑性流れ則などの記

述に用いる．

2.2 超弾性構成則

超弾性ポテンシャル関数Ψとして，弾性体積変化率 Je(:=

detFe)および弾性右Cauchy-Greenテンソルの等積変形成分

Ĉe(:= J−2/3Ce)を用いた次式の関数を考える．

Ψ(Je, Ĉe) = p̄r κ̃
∗(1 − exp(z)) (6)

z = − 1
κ̃∗

ln
Je

J
−
µe

0

2p̄r κ̃∗

(
trĈe − 3

)
(7)

ここで，p̄r は基準応力，κ̃∗は弾性圧縮指数，µe
0は基準応力

におけるせん断弾性係数，J(:= detF)は体積変化率である．

式 (6)を 1
2 Ce で一階偏微分すると中間配置を参照する第

2Piola-Kirchhoff応力 Se が，二階偏微分すると中間配置を

参照する超弾性接線係数 Ce が次式のように得られる．

Se = 2
∂Ψ

∂Ce

= p̄rexp(z)x　 (8)

Ce = 4
∂2Ψ

∂Ce2

= −p̄rexp(z)
(
x ⊗ x + 2N − 2µ0

3 p̄r
(Je)−2/3 Ĉe

)

x = (Ce)−1
+
µ0

p̄r
(Je)−2/3

(
I − 1

3
tr (Ce) (Ce)−1

)
(9)

Ĉe =
(
I ⊗ (Ce)−1

+ (Ce)−1 ⊗ I

−1
3

tr (Ce)
(
(Ce)−1 ⊗ (Ce)−1 − 3N

))
(10)

(N)i jkl =
(
(Ce)−1

)
ik
⊗

(
(Ce)−1

)
jl

(11)

ここで，Iは単位テンソルである．

2.3 硬化則および降伏関数

Cam-clayモデルを使用するため，塑性体積変化に基づい

て硬化・軟化をする次の等方硬化則を用いることを考える．

P̄c := P̄c0(Jp)−Θ (12)

Θ :=
1

λ̃∗ − κ̃∗
(13)

ここで，P̄
(
:= 1

3 tr (Mp)
)
はMandel平均垂直応力，P̄cは圧密

降伏応力，P̄c0 は初期圧密降伏応力，λ̃∗ は圧縮指数，κ̃∗ は

膨張指数である．

圧密降伏応力 P̄cの変化による硬化・軟化に対応し，楕円

形の降伏曲面が等方的に拡大・縮小することを考慮し次の

降伏関数を考える．

f :=
P̄

P̄c0

(
1 +

Q̄
P̄M2

)
− P̄c

P̄c0
(14)

ここで Q̄
(
:=

√
3
2 ||devMp||

)
は Mandel せん断応力，

devMp
(
:= Mp − P̄I

)
は応力の偏差成分，M は限界状

態における応力比である．

2.4 塑性流れ則

塑性流れ則を次式で与える．

lp = γ̇
∂g
∂Mp (15)
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ここで，γ̇は塑性乗数である．また，gは塑性ポテンシャル

関数であり，降伏関数と同じ関数を用いる ( f = g)．

3 Return-mappingによる陰的応力更新
第 2節で述べた有限変形弾塑性モデルを数値解析で解く

ために，Return-mappingアルゴリズムを採用する．速度形

で与えられる変数に関し時間離散化および陰的近似を行い，

次ステップの未知の応力について陰的に解き，負荷基準を

満たす応力状態を求める．

3.1 塑性流れ則の時間離散化

増分解析において第 nステップの時刻 tnにおける応力が

既知であり，時刻 ∆t後の第 n + 1ステップの変形勾配 Fn+1

が与えられる場合を考える．速度形で与えられる塑性流れ

則 (15)に関して時間離散化を考える．式 (5)，(15)より，塑

性変形勾配の発展則が塑性変形勾配 Fpを用いて，次式のよ

うに表される．

Ḟp = γ̇
∂g
∂Mp Fp (16)

lpが ∆t間で変化しないものとして時間離散化を行い次式を

得る．このとき，実際には lp は ∆t間で変化するが，ここ

では lp
n+1 と近似する．

Fp
n+1 = exp

(
∆γ
∂g
∂Mp

)
Fp

n (17)

式 (17)を整理し，Fe に関する次式を得る．

Fe
n+1 = Fe(tr)

n+1 exp
(
−∆γ ∂g

∂Mp

∣∣∣∣∣
n+1

)
(18)

ここで，Fe(tr)
n+1

(
:= Fn+1Fp

n
−1)は塑性変形が生じないとした時

の試行弾性変形勾配であり，∆γ := γ̇∆tと仮定している．

3.2 負荷判定

負荷判定にあたり，試行弾性変形勾配 Fe(tr)から試行弾性

右 Cauchy-Greenテンソル Ce(tr)，試行応力 τ(tr)を計算する．

これらの試行値を降伏関数式 (14)に代入し f (tr)
n+1 > 0で塑性負

荷と判定する．塑性負荷と判定された場合，Return-mapping

により fn+1 = 0を満たすように応力を決定する．

3.3 Return-mapping

式 (18)から弾性右 Cauchy-Greenテンソル Ce
n+1の更新式

を次に示す．

Ce
n+1 = exp

(
−∆γ ∂g

∂Mp

∣∣∣∣∣
n+1

)T

Ce(tr)
n+1 exp

(
−∆γ ∂g

∂Mp

∣∣∣∣∣
n+1

)
(19)

塑性負荷の判定時, 式 (19)， fn+1 = 0 の連立方程式を

Newton-Raphson法を利用して反復計算によって解く．

4 体積ロッキング現象とその対策
Cam-clay modelは限界状態において非圧縮性 (detF = 1)

を示すため，変形が進展し塑性変形が卓越する際に体積ロッ

キング現象が生じると考えられる．体積ロッキング現象の

解消のために，F-bar要素 2) を採用する．

図–1 F-bar法

応力更新を用いる各積分点での変形勾配 Fを要素中心に

おける変形勾配 F0 を用いて，修正変形勾配 F̄として定義

し直すものである．修正変形勾配 F̄をその積分点における

変形勾配として用いて応力・接線係数などを計算する．そ

のため，非圧縮性の制約が要素全体に平均化され個々の積

分点の制約が緩くなる．修正変形勾配 F̄を次式に示す．

F̄ =
(

detF0

detF

)1/3

F (20)

5 解析例および結論
解析例および結論は研究発表時に述べる．
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