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1. はじめに
非硬化塑性ひずみ領域は，繰返し変形中のヒステリシス

ループの安定化が一時的なものであり，負荷経路の変化に

よりループが変動し得ることを弾塑性構成則で再現するこ

とを目的としてOhno1)により提案された．この領域は塑性

ひずみ空間において，その内部で等方硬化が発展せず移動

硬化のみが発展する領域である．本研究では非古典弾塑性

構成則の一種である下負荷面モデル 2)に非硬化塑性ひずみ

領域を導入し，さらに微小変形理論の枠組みで超弾性構成

則をベースとした von Mises型弾塑性構成則の再定式化を
行う．また，リターンマッピングによる応力計算アルゴリ

ズムを開発する．その際，非硬化塑性ひずみ領域による硬

化/非硬化の判定と諸量の更新をリターンマッピングの過程
で反復的に行うという新たな手法を導入する．

2. 構成則の定式化
非古典弾塑性構成則は井口ら 3)による拡張下負荷面モデ

ルを用いる．修正応力を，背応力 α，正規降伏面と下負荷

面の相似中心である弾性核 c，正規降伏面に対する下負荷

面の大きさの比 Rを用いて以下で定義する．

σmod = σ − {c − R(c − α)} (1)

Ohno1)の非硬化塑性ひずみ領域を拡張下負荷面モデルに

対応させ再定式化した式は以下の通りである．
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硬化に関する塑性内部状態変数 Γnhrを用いて，等方硬化，

移動硬化に関するひずみの発展則を以下のように定義する．
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その他の内部変数の発展則は省略する．
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3. リターンマッピングアルゴリズム
井口ら 3)と同様の負荷判定により塑性負荷と判定された

場合，非硬化塑性ひずみ領域による判定を行い Γnhr
n+1を求め，

リターンマッピング方程式を更新し収束判定を行う．

所与のひずみ増分に対応する時間区間 [tn, tn+1]における
リターンマッピング方程式は以下の通りである．
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(9)

非硬化塑性ひずみ領域を用いた硬化/非硬化の判定は，図–1
のように塑性ひずみの試行値と更新値 ε

p,(tri)
n+1 ,ε

p
n+1と gnhr ≤ 0

で表される非硬化塑性ひずみ領域との位置関係により行う．
gnhr(εp,(tri)

n+1 ) ≤ 0 and gnhr(εp
n+1) ≤ 0 {第 (1)節

gnhr(εp,(tri)
n+1 ) = 0 and gnhr(εp

n+1) > 0 {第 (2)節

gnhr(εp,(tri)
n+1 ) < 0 and gnhr(εp

n+1) > 0 {第 (3)節

(1) 区間 [tn, tn+1]で非硬化
非硬化塑性ひずみ領域は拡大せず非硬化であるため，

Γnhr
n+1 = 0を用いて式 (9)を更新する．

(2) 区間 [tn, tn+1]で硬化
非硬化塑性ひずみ領域は区間全体 [tn, tn+1]で拡大するた

め，式 (10)を反復的に解き ρn+1, βn+1,∆λ∗,Γnhr
n+1 を求める．
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非硬化塑性ひずみ領域は塑性ひずみの更新値 ε
p
n+1に追従す

るため ∆λ∗ = ∆λであり．∆λ∗は計算の都合で仮想的に求め

ている．また，求めた Γnhr
n+1 を用いて式 (9)を更新する．

(3) 区間 [tn, tn+1]内で非硬化から硬化へ遷移
図–1中の区間 [tn, t⋆]，区間 [t⋆, tn+1]において塑性ひずみ

空間を塑性ひずみ点が移動するとき，それぞれの区間で非

硬化，硬化であるため Γnhr
n+1が 1ステップ内で変化する．こ

こで非硬化から硬化へ遷移する時点を t⋆(tn < t⋆ < tn+1)と
定義している．以下では非硬化塑性ひずみ領域を用いて式
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(9)を分解し，反復的に時刻 t⋆ における諸量を求め，それ
を用いて区間 [t⋆, tn+1]のリターンマッピング方程式を更新
する手順を示す．

（a)非硬化塑性ひずみ領域の更新値と塑性乗数の分解
第 (2)節と同様に，現塑性ひずみ点に追従するように
式 (10)を反復的に解き非硬化塑性ひずみ領域の更新値
を求める．ただし，ここでの ∆λ∗は塑性乗数の非硬化

塑性ひずみ領域の拡大に寄与する部分，すなわち塑性

乗数の硬化部 ∆λhr = ∆λ∗である．したがって塑性乗数

の非硬化部は以下の通りである．

∆λnhr = ∆λ − ∆λhr = ∆λ − ∆λ∗ (11)

（b)非硬化区間 [tn, t⋆]の連立方程式
塑性乗数の非硬化部 ∆λnhrと Γnhr

n+1 = 0を用いて，式 (9)
を分解し非硬化区間 [tn, t⋆]の連立方程式を立てる．

Y1 := ε
p
⋆ − ε

p,(tri)
n+1 − ∆λnhrγ

p
⋆ = O

Y2 := ε
p
kd,⋆ − ε

p,(tri)
kd,n+1 − ∆λnhrγ

p
k,⋆ = O

Y3 := ξ⋆ − ξ(tri)
n+1 − ∆λnhrγ

p
i,⋆ = 0

Y4 := ε
p
cd,⋆ − ε

p,(tri)
cd,n+1 − ∆λnhrγ

p
c,⋆ = O

Y5 := R⋆ − R(tri)
n+1 − ∆λnhrU⋆ = 0

Y6 :=
√

3
2

σdev
mod,⋆

 − R⋆q⋆ = 0

(12)

式 (12)を反復的に解き，t⋆における塑性ひずみ諸量と
ひずみ増分の非硬化部 ∆ε̄nhr を求める．通常のリター

ンマッピングでは [既知量,未知量]={∆ε,∆λ}であるが，
ここでは [既知量,未知量]={∆λnhr,∆ε̄nhr}である．

（c)硬化区間 [t⋆, tn+1]の連立方程式
時刻 t⋆の塑性ひずみ諸量と第 (a)節で求めた Γnhr

n+1を用

いて，区間 [t⋆, tn+1]の連立方程式を立てる．
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式 (13)が第 (3)節の手順により更新されたリターンマッ
ピング方程式である．

4. 数値計算例
図–3(a)は，繰返し単純せん断をひずみ振幅 [−1%,1%]で

10サイクル与えた (1st block)後，より大きな振幅 [−2%,2%]
で 10サイクル与えた (2nd block)時の応力-せん断ひずみ経
路である．ここでは従来モデルと本モデルはほぼ同等に硬

化し，ヒステリシスループは block毎に定常に近づいた．し
かし降伏応力-相当塑性ひずみ経路を示した図–3(b)では，従
来モデルは等方硬化の飽和が一度のみで，2nd blockにおけ
るループの拡大が移動硬化のみで表現されている．一方で

本モデルでは降伏応力が block毎に段階的に増加している．

図–1 非硬化塑性ひずみ領域と塑性ひずみの位置関係．

図–2 応力計算アルゴリズムのフローチャート．

　

　(a)ヒステリシスループ　 (b)相当塑性ひずみ-降伏応力関係　
図–3 従来の拡張下負荷面モデルと本モデルとの比較．

これは一定なひずみ振幅で繰返し負荷を行うと，非硬化塑

性ひずみ領域は徐々に拡大し塑性ひずみ振幅範囲の全体を

占め，等方硬化の進行が一旦停滞するためである．その後再

び降伏応力が増加しているのは，1st blockよりも大きな振
幅のひずみ入力による塑性ひずみの発展に追従して非硬化

塑性ひずみ領域が拡大し，等方硬化が進行するためである．
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