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1. はじめに
近年，積層造形技術の発展に伴い，多孔質充填構造であ

るインフィル構造がさまざまな分野で注目されている．イ

ンフィル構造は高い座屈性能やロバスト性を付加的に有し

ているが，その最適設計は容易ではない．近年，Wuら 1)

によってインフィル構造のトポロジー最適化法が提案され

たが応力制約などの実用に向けた取り組みはまだない．本

研究では応力制約を最適化問題に課すことによって応力集

中を避け，実設計を念頭に置いたインフィル構造のトポロ

ジー最適化を行った．

2. 設計変数および最適化問題の設定
本研究ではひずみエネルギーを最小化する最適化問題

を設定する．そこで，要素ごとの材料体積比を設計変数

se (e = 1, 2, · · · ,N)，後述のフィルターをかけた後の設計変

数を ρe (e = 1, 2, · · · ,N)とし，目的関数 f (s)および 3つの

不等式制約条件 gtotal (ρ(s)), glocal (ρ(s)), gstress (ρ(s))を以下の

ように設定した．

minimize f (ρ(s)) =
∫
Ω

σ : ε dΩ (1)

subject to gtotal (ρ(s)) =
∫
Ω

se dΩ ≤ V̂ (2)

glocal (ρ(s)) = ρ̄e ≤ α　 ,∀e (3)

gstress (ρ(s)) = σvM
e ≤ σ̄ , ∀e (4)

ここで，Nは有限要素の数，gtotalは全体の体積制約式，glocal

は局所的な体積制約式，gstressは応力制約式，σはコーシー

応力, εはひずみ，V̂ は材料 2の占める体積，ρ̄eは局所領域

内での平均密度，αは局所的な体積制約の上限値パラメー

タ，σvM
e は各要素での代表的なミーゼス応力，σ̄は応力制

約の上限値パラメータを表す．

3. 密度フィルター
以下に示した密度フィルターにより設計変数 sを s̃へと

変換する．

s̃e(s) =
∑

j∈Me
4 js j∑

j∈Me
4 j

(5)

ここで，Me は要素の中心点に関するフィルター半径 rfil 内

に含まれる要素の集合である．また重付け係数 ω jは線形の

距離関数である．
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4. 閾値関数
次に閾値関数により，変数 s̃を ρへと変換する．閾値関

数は，ある閾値に関して引数を 2値化するための関数のこ

とであり，以下の関数を用いる．

ρe(s̃e) =
tanh ( β2 ) + tanh (β(s̃e − 1

2 ))

2 tanh ( β2 )
(6)

5. 剛性と応力の緩和
グレースケールの少ない最適化結果を得るにあたって，内

挿された設計変数を扱いやすくするためにペナルティ関数

を導入する．本研究では Holmberg2)らにならって SIMP法

を剛性と応力に対して別々のペナルティパラメータで課す．

剛性と応力のペナルティ関数をそれぞれ ηk(ρe(s))，ηs(ρe(s))

とすると，要素剛性行列と応力は次のようにあらわされる．

Ke = ηk(ρe(s))K̂e = (ρ(si))3K̂e (7)

σe = ηs(ρe(s))σ̂e = (ρ(si))
1
2 σ̂e (8)

ここで K̂e は要素剛性マトリックス，σ̂e = CBau(s)，Ba は

要素中心を応力評価点する Bマトリックス，Cは線形弾性

マトリックスを表す．

6. 局所体積
局所体積 ρ̄eとは，設計領域内の各要素の中心座標からあ

る半径をとったときの，その半径領域Ne内での体積比率で

あり，以下の式で与えられる．

ρ̄e =

∑
i∈Ne
ρi∑

i∈Ne
1

(9)

ここで局所体積 ρ̄eを制約することを考えると，矩形設計領

域の辺に面する要素では，領域 Ne が半円となってしまい，

実質的な局所体積制約の上限値がおおよそ半分になってし

まう．そのため,本研究では以下のように影響半径 rinflを与

えることによりこの問題を改善した．

rinfl = rmax ×
√

Nmax

Ninfl
(10)

ここで rmaxは与える影響半径，また Ninfl，Nmaxは影響半径

に含まれる要素数とその最大値である．
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7. p-normによる制約条件式の集約
式 (3)，式 (4)ではそれぞれ設計変数の数だけ制約式が存

在することを意味し，計算コストがかかるためこれらをす

べて考慮するのは現実的でない．そこで，それぞれの最大

値のみが上限値を超えないようにすることを考える．ここ

では p-normの考え方を用い，また pの値は計算上無限大と

できないことを考慮すると，式 (3)，式 (4)をそれぞれ次の

ように 1つの制約式に書き換えることが出来る．

glocal (ρ(s)) = max ρ̄e ≤ α　 , ∀e

=

1
n

∑
e

ρ̄
p
e


1
p

≤ α (11)

gstress (ρ(s)) = σvM
e ≤ σ̄ , ∀a

= σPN =

∑
e

(σvM
e )p


1
p

≤ σ̄ (12)

ただし，局所的な体積制約では p = 16，応力制約では p = 8

をそれぞれ用いている．

8. 感度解析
勾配基本法による最適化アルゴリズムを用いるため目的

関数と制約条件式の設計変数に対する勾配（感度）∂ f /∂se，

∂gtotal/∂se，∂glocal/∂se，∂gstress/∂seをそれぞれ求める必要が

ある．本研究では 2値化された最適化結果を得るために設

計変数の変換を 2回行っているが，それにより各感度を求

める際に設計変数での直接的な微分が出来なくなるため微

分の連鎖律を用いて感度を導出している．それを除くと式

(1)の目的関数，式 (2)の全体の体積制約条件式の感度は通

常の剛性最大化のトポロジー最適化の感度と同じであるこ

とから，ここでは省略する．本研究における特別な制約条

件式である，式 (11)の局所的な体積制約条件式の感度は次

のように求められる．

∂glocal

∂se
=

∑
i∈Me

∑
j∈Ni

(
∂g
∂ρ̄ j

∂ρ̄ j

∂ρi

)
∂ρi

∂s̃i

∂s̃i

∂se

 (13)

また，式 (12)の応力制約条件式の感度は，剛性最大化の目

的関数の感度と同様に随伴変数法により，次のようにして

求められる．

∂gstress

∂se
=

∑
j∈Ω

 ∂σPN

∂σvM
j

∂σvM
j

∂σ j

T
∂ηs(ρ j)
∂ρ j

∂ρ j

∂se
D jB ju


−µT

∑
j∈Me

(
∂K
∂ρ j

∂ρ j

∂se
u
)

(14)

ただし，随伴変数ベクトル µは次の随伴方程式を解くこと

によって求められる．

Kµ =
N∑

j=1

 ∂σPN

∂σvM
j

ηs(ρ j)BT
j D j

∂σvM
j

∂σ j

 (15)

表–1 使用材料
ヤング係数 (kPa) ポアソン比 許容応力 (kPa)

100 0.3 1.75

(a)解析モデル (b)最適化計算結果

(c)ミーゼス応力（最適化結果） (d)ミーゼス応力（従来のインフィル最適化）

隅角部

図–1 解析モデルと最適化結果

9. 最適化計算例
ここでは，本手法を用いた最適化計算例について述べ

る．今回は図–1(a) において L = 10.0 cm，要素の大きさ

を 0.05 cm× 0.05 cmの計 25600要素で，平面応力状態を仮

定し，四角形 4節点要素を用いて最適化計算を行った．ま

た，使用材料は表–1に示したものを用い，応力制約の上限

値を表中の許容応力値に設定した．荷重には q = 1.0 Nの

集中荷重を与えている．図–1(b)はその結果を示しており，

応力集中を避けた L字の隅角部に曲線部材を持ったトポロ

ジーを得ることが出来た．また図–1(c)，(d)はそれぞれ本研

究および，応力制約を課していない従来法の最適化結果で

ミーゼス応力を示している．(c)の構造は (d)の構造と比較

して応力集中避ける材料配置となっていることが分かる．

10. 結論
本研究では文献 1)によって提案されているインフィル構

造の最適化に対し，応力集中を避けるために応力制約を課

したトポロジー最適化を行った．また閾値関数を用いたト

ポロジー最適化が本研究の制約下でも有用であることが示

された．本研究で得られた最適構造は複雑であるため，積

層造形による製造を前提としており，さらに応力制約条件

を課すことでより実用的な設計が可能となった．
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