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1. はじめに
金属やセラミックス等の結晶性材料は，原子や分子の並

ぶ向き（結晶方位）によって剛性が異なり，それによって材

料の巨視的な弾性係数は大きく変化する．そこで，本研究

では材料の巨視的な応答に影響する結晶配置に加えて，結

晶方位も考慮した材料微視構造の最適化問題を取り上げる．

ここでは，マルチフェーズフィールド法 2)（以下，MPF法

と略す）と均質化法に基づく分離型マルチスケール解析法

を組み合わせた新しい材料設計法を提案する．

2. 剛性最大化問題
本研究で対象とする剛性最大化問題は，2次元問題を対

象として目的関数を fE，設計変数を ϕ，等式制約条件を h

として次式のように定式化される．

minimize fE = FT d =
∫
Ω

ETCHE dΩ (1)

subject to h (ϕ) =
∫

Y
ρ (ϕi) dy − V0 = 0 (2)

K d = F (3)

0 ≤ ϕi ≤ 1 (i = 1, ...,N) (4)

ここで，dはマクロ構造の変位ベクトル，Kはマクロ構造の

剛性マトリックス，Eはマクロ構造のひずみベクトル，CH

はマクロ構造の均質化弾性係数行列，ϕi はフェーズフィー

ルド変数（以下，PF変数と略す）である．PF変数 ϕiは，ミ

クロ構造ユニットセルにある N 個の結晶粒のうち i番目の

粒の存在確率を表す．また，Fは荷重ベクトルであり，PF

変数に依存していない．

3. 分離型マルチスケール解析法
本研究では，ミクロとマクロの境界値問題を別々に解く

分離型マルチスケール解析法 1) を用いる．この手法は，周

期境界条件をもつユニットセルに対して均質化法に基づく

数値的な材料試験を行い，その応答からマクロ材料の物性

値を測るというものである．この手法により，ミクロとマ

クロの 2変数境界値問題を同時に解く方法よりも，計算コ

ストを大幅に低減することが出来る．
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4. MPF法
多結晶材料構造の表現方法として，MPF法 2) を用いる．

結晶粒の時間発展方程式は，Allen-Cahn式により次式のよ

うに導出した．

∂ϕi

∂t
= − 2

n

n∑
j=1

Mϕi j

 n∑
k=1

{(
Wik −Wi j

)
ϕk

+
1
2

(
a2

ik − a2
i j

)
∇2ϕk

}
−
{
∂ fE
∂ϕi
− ∂ fE
∂ϕ j

}]
(5)

ここで，Mϕi j はフェーズフィールドモビリティ，W はエネ

ルギー障壁，aは勾配係数，∂ fE/∂ϕi は目的関数 fE の設計

変数 ϕi に対する勾配である．

5. 直交異方性の弾性係数
直交異方性材料のミクロ弾性係数行列 Cは，簡便的に次

式を用いた．

C =
1

1 − ν2


E1 ν

√
E1E2 0

ν
√

E1E2 E2 0

0 0
1 − ν

2

√
E1E2

 (6)

ここで，νはポアソン比，E1，E2 はそれぞれ y1 および y2

方向のヤング率である．

6. 結晶方位
各結晶粒に結晶方位 θiを与える．結晶方位は各粒子で独

立した変数であると考えると，結晶方位の時間発展方程式

は，Allen-Cahn式より次式のように表現される．

∂θi
∂t
= −Mθi j

∂ fE
∂θi

(7)

0 ≤ θi ≤ π (i = 1, ...,N) (8)

ここで，Mθi jは結晶方位のモビリティである．結晶方位を考

慮したミクロ弾性係数行列 C̄は，次式のようになる．

C̄ = RTC R (9)

R(θi) =

 cos2 θi sin2 θi sin θi cos θi
sin2 θi cos2 θi − sin θi cos θi

−2 sin θi cos θi 2 sin θi cos θi cos2 θi − sin2 θi

 (10)

ここで，R(θi)は弾性係数行列に対する回転行列 3) である．

I-23 土木学会東北支部技術研究発表会（平成29年度）



7. 感度の導出
PF変数 ϕiに対する目的関数 fEの感度の導出には，以下

のような随伴法を用いる．

f̄E = FTd − µT (Kd − F) (11)

ここで，µは任意の随伴ベクトルと呼ばれるもので，PF変

数 ϕiに依存しない．上式のうち，括弧内の式はつり合い式

であるため零であり， f̄E は元の目的関数 fE と等価である．

ここで随伴ベクトルを µ = dとなるように選べば， f̄E の ϕi

に関する感度は以下のような陽的な微分項で表すことがで

きる．

∂ f̄E
∂ϕi
=
(
FT − µTK

) ∂d
∂ϕi
− µT ∂K

∂ϕi
d

= − dT ∂K
∂ϕi

d

= −
∫
Ω

ET ∂C
H

∂ϕi
E dΩe

= −
∫
Ω

dT
e BT ∂C

H

∂ϕi
B de dΩe (12)

ここで，deはマクロの要素節点変位ベクトル，Bは Bマト

リックスである．上式の最終行の均質化弾性係数行列 CHの

フェーズフィールド変数 ϕiに対する感度 ∂CH/∂ϕiは，Kato

et al.1) の手法を参考に解析的に導出すると，最終的に以下

の式で表せる．

∂CH
αβ

∂ϕi
=

1
|Y |

∫
Y

∂C̄
∂ϕi
ε(β) · ε(α) dy (13)

ここで，εはミクロひずみである．同様に結晶方位 θi に対

するマクロ材料剛性の感度は以下のように導出される．

∂ f̄E
∂θi
= −
∫
Ω

dT
e BT ∂C

H

∂θi
B de dΩe (14)

∂CH
αβ

∂θi
=

1
|Y |

∫
Y

∂C̄
∂θi
ε(β) · ε(α) dy (15)

8. 最適化計算例
ここでは，本手法を用いた最適化計算例について述べる．

ミクロの材料構成は二相材料結晶構造とし，使用材料の物

性値は表–1の値を用いた．

表–1 使用材料

材料 方向
ヤング率

ポアソン比
初期角度

(GPa) (rad)

材料 1（赤）
　 y′1 　 500 0.3 0.7π

y′2 100 0.3 1.2π

材料 2（青）
y′1 50 0.3 0.8π

y′2 10 0.3 1.3π

計算に使用するマクロ構造および境界条件は，図–1の通

りとし，等分布荷重 F = 10 (kN/m)を作用させた．にその

様子を示した．なお，本研究ではミクロ，マクロ構造共に

4節点四辺形要素を使用している．
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図–1 境界条件

図–2 および図–3 の結果は，最適化前後の粒配置と角度

の変化を表すミクロ構造で示している．粒の配置や角度が，

水平方向の作用力に抵抗するようなトポロジーが得られて

いることがわかる．
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図–2 粒配置
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図–3 粒角度

9. 結論
本研究では，材料の結晶方位を考慮し，MPF 法 2) およ

び分離型マルチスケール解析を用いたトポロジー最適化を

行った．最適化計算例において合理的な結晶構造を得るこ

とが出来た．
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