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1. はじめに

経済の国際化や交通・情報網の整備に伴い，地域・

都市間の競争が激化している．これによる都市間の人

口変動が懸念されており，このような現象への適切な

都市振興政策を考えるために，労働力や資本の都市間

移動と集積のメカニズムの理論的基盤が必要である．

都市の人口集積特性は，新経済地理学 (NEG) 分野

で開発された Core–Periphery (CP) モデルを用いて，

2都市や円周都市経済を中心として研究されている．円

周都市経済の既存研究では，都市数が偶数の時には都

市間の空間周期が倍化する「空間周期倍化」現象，都

市数が奇数の時は擬似的な空間周期倍化現象が支配的

であることがわかっているが，その分岐が発生する点

（ブレイクポイント）の解は Ikeda et al. 1)でも，都市

数が偶数の時に限られている．本研究では都市数が奇

数の時も含め，消費者の一様分布状態から発生するブ

レイクポイントの公式を解析的に導く．また，都市数

が無限大に近づく時に，都市数のいかんによらず，ブ

レイクポイントが一定値に収束することを示す．

2. 都市の集積・分散モデル

n個の都市が番号 i = 0, 1, ..., n−1の順に円周上に並

んだ図1のような円周都市経済を考える．モデルとして

Forslid and Ottavino2)の (FO)モデル，均衡解への調

整ダイナミクスとして replicator dynamicsを仮定す

る．設定として，人口は効用に応じて都市を移動できる

skilled worker と全都市に 1単位存在し，移動ができ

ない unskilled worker に分類する． skilled worker の

数は，都市 iに λi，全都市で
∑n−1

i=0 λi = Hだけ存在す

る．文献 3)に詳しく記されているが，財の都市間の輸

送には費用が掛かると考え，これをϕij ≡ exp (τt(i, j))

で表す．ここで τ は輸送費用パラメータ，t(i, j)は 2つ

の都市 i, j間の最短距離である．

次に replicator dynamics は以下のようになる．

dλ(τ)

dτ
= F (λ, τ)≡diag[λ](v(λ, τ)− v(λ, τ)1),

v(λ, τ)≡H−1λTv(λ, τ)
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図–1 円周都市経済
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図–2 ブレイクポイント

各都市の人口と輸送費パラメータを未知変数とする非

線形方程式で表されるため，これを解くことにより交

通費用と人口シェアの関係を得ることができる．

3. 円周都市経済のブレイクポイント

図 2は 4都市の円周都市経済における輸送費と人口

の関係を表している．一様分布の状態から輸送費を低

くしていくと，とある点で分岐が発生する．この点で

は，集積力により対称均衡の安定性が崩れ，4都市か

ら 2都市へ集積が発生する．この分岐点がブレイクポ

イントであり，ここではその解析式を導出する．

(1) 分岐の発生条件

分岐現象の有無は，調整ダイナミクスの Jacobi行列

J(λ) ≡ ∂F /∂λの固有値 g = (g0, g1, ..., gn−1)によっ

て判定できる．gのうちいずれかの値が 0になる時に

分岐が発生する．gは空間割引行列Dの固有値である

ϵ = (ϵ0, ϵ1, ..., ϵn−1)の簡単な関数として表現できるの

で，分岐現象を分析するには，この空間割引行列が必

要不可欠となる．

(2) 空間割引行列Dとその性質

空間割引行列は，工業財のバラエティ間の代替の弾

力性を σ > 1として，

D = [dij ] ≡ ϕ1−σ
ij = exp [(1− σ)τt(i, j)] (1)

で与えられる．便宜上，r ≡ exp ((1− σ)τ(2π/n))と

定義する．r ∈ (0, 1]は隣接する地点間での輸送費の自

由度を表現するので，rが 1に近いほど立地点間の財

取引が自由であることを意味している．またこの定義

より，τ を輸送費用として変化させることは，rを変化

させることと等価である．
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空間割引行列は円周都市経済のもとでは巡回行列と

なる．この性質を利用すると，離散フーリエ変換によっ

て，空間割引行列の固有値を解析的に求めることがで

きる．また，n個の都市における空間割引行列は n個

の固有値を持つ．第 k固有値を ϵk(r)で表すと，(1)の

議論により，gk = G(ϵk(r))である．分岐発生点であ

る ϵ∗は外生的に決まるパラメータで，工業財への支出

割合を µとすると，

ϵ∗ =
µ(2σ − 1)

µ2 + σ(σ − 1)
(2)

で G(ϵ∗) = 0を満たす．更に，方程式min
k

ϵk(r) = ϵ∗

を rについて解けば，ブレイクポイントが導かれるこ

とがいえる．

(3) 最初に起きる分岐

最初に起きる分岐の特徴として，都市数が偶数の場

合には空間周期倍化分岐，都市数が奇数の場合には擬

似的空間周期倍化分岐が支配的となることがわかって

いる（rが 1に近いときは（擬似的）空間周期倍化分岐

以外の分岐が発生することがあるが，輸送費用の低下

に伴う一様分布からの集積の過程を分析する本論では

問題とならない）．よって，空間周期倍化なら k = n/2，

擬似的空間周期倍化なら k = (n− 1)/2の固有値を求

めることで，形式的にブレイクポイントを求めること

ができる．

(4) 空間割引行列Dの固有値とブレイクポイント

都市数が偶数の時は，空間周期倍化に対応する k =

n/2番目の固有値，奇数の時は擬似的空間周期倍化に

対応する k = (n−1)/2番目の固有値を求めた．尚，固

有値は正規化した値である．(l ∈ N)
○都市数が偶数の時

ϵn/2 =


(
1− r

1 + r

)2

(n = 4l) (3a)(
1− r

1 + r

)2 1 + rn/2

1− rn/2
(n = 4l + 2)(3b)

○都市数が奇数の時 (n = 2l + 1)

ϵ(n−1)/2 =
(1− r)2

{(
2 sin π

2n

)
(−r)(n+1)/2 + r + 1

}(
1 + r − 2r(n+1)/2

) {
r2 +

(
2 cos π

n

)
r + 1

}
(4)

式 (3a),(3b),(4)が分岐発生点の値 ϵ∗となるときの rの

値が，ブレイクポイントとなる．都市数が偶数ならば，

ϵn/2 = ϵ∗,都市数が奇数ならば，ϵ(n−1)/2 = ϵ∗のそれ

ぞれの方程式を解くことによって，一般の都市数にお

けるブレイクポイントを求めることができる．
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(5) ブレイクポイントの収束性

都市数 nを大きくしていくと，0 < r ≤ 1より式

(3b),(4)の極限値を求めることができる．式 (3b)は，

lim
n→∞

ϵ = lim
n→∞

{(
1− r

1 + r

)2 1 + 0

1− 0

}
=

(
1− r

1 + r

)2

(5)

となり，式 (4)も同様にすると，

lim
n→∞

ϵ =

(
1− r

1 + r

)2

(6)

となる．都市数 nが 4の倍数以外のいかなる時でも，

n→∞で n = 4lの時の式 (3a)に収束するといえる．

(6) 数値例

数値解析によりブレイクポイントを計算した．解析

手法は，一様分布上における固有値解析と分岐点から

枝分かれする分岐解の追跡からなる．図-3は都市数が

n = 4l+2，図-4は都市数が奇数のときで，都市毎にブ

レイクポイントをプロットした．どちらの図でも都市

数の増加に伴い，ブレイクポイントが赤点線の n = 4l

に近づいていくのが確認できる．この結果は (5)の議

論と整合的である．

4. 結論

1⃝ 空間割引行列の固有値が，都市数が奇数の時も一

般式として表すことができる．

2⃝ 都市数の増加に伴い，いかなる都市数でも空間割

引行列の固有値はn = 4lの時の固有値に収束する．
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