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1. まえがき
梁や板等の構造部材のせん断剛性評価は弾性論に端
を発し，任意形状断面に対するせん断補正係数の解析
的1)および数値的研究が行われている．著者らの研究グ
ループは，異種材料で構成される断面のせん断剛性を均
質化法に基づき評価する方法を提案している2)．この方
法では，断面の近似平面を定義し，その回転を拘束する
ことにより梁にせん断変形を与えている．本研究では，
図–1のように軸方向に一様でない梁に対して，従来の
方法ではせん断剛性が精度よく評価できないことを示
し，その解決を試みる．

2. 剛体回転の拘束
(1) 幾何学的近似平面による回転の定義と拘束
代表体積要素（以降RVEと記す）の，断面の y軸周
りの回転角 θ(x)を， y-z平面上の点におけるの変形後
の x方向位置を最小二乗近似した平面の傾きと定義す
る1),2)．断面の図心に y, z軸の原点を定め， y軸まわり
の断面 2次モーメントを I (x)とすれば，断面の回転角
は

θ(x) =

∫
A

z u(x, y, z) dA

I (x)
(1)

と定義できる．RVEに純せん断変形を与えるためには
RVEの平均回転がゼロであることが必要であり
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とすれば，純せん断変形を与えることができる2)．しか
し断面形状が軸方向に変化するRVEの場合，式（2）
の右辺の被積分関数の分母に断面 2次モーメントがある
ことで，回転角の軸方向の数値積分を行うことは困難で
ある．したがって，せん断剛性を評価するためにRVE
に曲げせん断変形を与えて，後述する評価方法により
RVEのせん断剛性を評価することを考える．

(2) 純曲げ時の反力を利用した剛体回転拘束

図–2の左に示すような面内で剛性差が大きい（こ
の例では剛性は 1000倍）断面を持つRVEに対して式
（2）を用いて回転拘束を行うと右に示すような変形を
導いてしまう．そこで式（1）を用いて境界条件を与え
る代わりにRVEを純曲げした時に生じる境界の反力分
布を実数倍して改めてRVEの境界に作用させることで
境界面の回転角 iθ, dθを拘束して曲げせん断変形を与え
ることを考える．
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図–1 周期構造を有する非均質梁と代表体積要素（RVE）

図–2 非均質矩形断面の変形図と断面図

まず図–3の左上に示すようにRVEに単位の曲率を与
えて純曲げ変形させて， y軸まわりの曲げモーメント
αMb (α =i, d)を求める．次に図–3の下図のように単位
のせん断ひずみ γ = 1が生じるように曲げせん断変形
させる．剛体回転を拘束するために両境界面に作用させ
るべき曲げモーメント αMの大きさを決定するためには
RVEのせん断力の大きさが必要である．そこで断面の
回転角と曲げモーメントの大きさの関係を求めるため試
験的に作用させる曲げモーメント αM0を

αM0 = cα · αMb

として境界面に作用させる．ただし

cα =

{
−1 もしα = iのとき
1 もしα = dのとき

と定める．この時両境界面に生じる断面の回転角を αθ0
とする．断面の回転角は式（1）で定義される回転角
をここでも用いる．さらに図–3の右下に示すように，
RVEを曲げせん断するする際， αMb = 0であれば，
RVEは剛体回転をすることから αθ = γとなる．このこ
とから断面の回転角と曲げモーメントの大きさの関係を

γ

γ − αθ0
=
αM
αM0

と求めることができる．
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図–3 純曲げ変形時の反力曲げモーメントを利用した剛体回
転拘束の概略図

以上から空間的に離散化された梁に単位の曲率が生じ
るように純曲げ変形させた時に境界面上の節点 kに生じ
る x方向反力 α f k

x (α =i, d)とすると曲げせん断変形さ
せるために境界面上の点に作用させるべき節点外力 αFx

は

αFk
x = cα

γ

γ − αθ0
α f k

x

となる．

3. せん断剛性の評価方法
(1) Timoshenko 梁理論を用いた方法1)（方法 1）
長さ ℓの平均化されたRVEの曲げ剛性を EI，せん断
剛性を κGAとしてRVEが両端の境界で iθ = dθ = 0の
下で曲げせん断変形をする時，たわみ δとせん断力Q
の関係は， Timoshenko梁理論から

δ =
Qℓ3

12EI
+

Qℓ

κGA
(3)

と表せる．この関係から平均化された梁のせん断剛性は

κGA=
ℓ

δ
Q −

ℓ3

12EI

(4)

となる．
(2) ひずみエネルギの等価性を用いた方法（方法 2）
平均化された Timoshenko梁とRVEにおけるひずみ
エネルギが等しい，すなわち∫ ℓ

0

Q2
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dx+
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∫
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dV (5)

と仮定する．ここにRVEが曲げせん断変形する時のせ
ん断力をQ，曲げモーメントをM，RVEの体積領域V
内に生じる応力とひずみ成分をσi j , εi j とする．せん断
剛性について解くと

κGA=
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(6)

となる．

図–4 代表体積要素の断面図（左）と側面図（右）（単位:
mm）

表–1 I形断面梁の平均せん断剛性（単位： ×108N）

評価 補剛材
方法 なし ある

1 9.58302 9.62303

2 9.58955 9.63747

Cowper1) 9.54002

4. I形断面梁のせん断剛性評価
Young率 E = 200GPa，Poisson比 ν = 0の材料で
構成された，図–4に示す I形断面のRVEに対して，式
（3）を用いて剛体回転拘束を行った．また後述の補剛
材のない断面のRVEとは図–4の補剛材を除いたものの
ことを示す．
(1) 補剛材のない I形断面の代表体積要素
回転拘束を行い，曲げせん断変形したRVEに対して
評価方法 1および 2で評価したせん断剛性は表–1の通
りである．参照解1)との相対誤差はそれぞれ 4.51×10−3,
5.19× 10−3でありどちらも参照解1)に近い剛性を評価し
た．また評価方法 1と 2では 1の方が参照解1)に近く低
い剛性を評価する．
(2) 補剛材のある I形断面の代表体積要素
式（2）では回転拘束が困難である図–4のRVEに対
して提案する回転拘束を行い曲げせん断変形を与えた．
各評価方法により求めたせん断剛性を表–1に示す．参
照解1)との相対誤差はそれぞれ 8.70× 10−3, 1.02× 10−2

であった．評価方法 1の方が参照解1)に近く，低い剛性
を評価する．補剛材が付き，軸方向に非一様な断面だ
が，補剛材の厚さはRVEの長さに対して 1

100しかない
ので，一様断面の場合と比べて剛性は大きく変化しない
はずである．評価方法 1， 2のそれぞれで，補剛材を付
けた事により増加したせん断剛性の割合は 4.17× 10−3,
5.00 × 10−2であり，適切に剛性が評価できたと考えら
れる．
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