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1. はじめに
非古典塑性論に基づく弾塑性モデルの一種である拡張下

負荷面モデル 1)は正規降伏面に対する下負荷面の相似中心

（弾性核）が塑性変形とともに移動することにより，繰返し

負荷挙動を正確に表現し得る．拡張下負荷面モデルの模式

図を図–1に示す．

拡張下負荷面モデルに関する既往の研究は多く存在する

が，速度形の亜弾性構成則を採用し，また移動硬化の背応

力や相似中心（弾性核）の発展則も速度形で規定されてい

る．これを有限変形に拡張する際には客観応力速度を用い

ることとなる．しかし，用いる客観応力速度の種類によっ

ては，せん断時の応力振動といった明らかに不自然な挙動

を示したり，弾性変形にも関わらずエネルギー保存性が保

証されないなどの問題が挙げられる．

このことを受けて，筆者らは拡張下負荷面モデルを有限

変形理論の枠組みで合理的に定式化するための前段階とし

て，微小変形理論に基づき，ひずみテンソルの弾性・塑性部

分への加算分解と超弾性構成則を用いた拡張下負荷面モデ

ルの再定式化を行った 2)．これを踏まえて本論文では，変

形勾配テンソルの乗算分解に基づく有限変形理論の枠組み

での拡張下負荷面モデルの定式化とクローゼストポイント・

プロジェクションに基づくリターンマッピングを用いた完

全陰的応力計算の定式化を提案する．

さらに，提案モデルを適用した構造解析例として，金属

材料の引張試験を模した有限要素シミュレーションを行い，

境界値問題の解析における解の収束性や提案手法のロバス

ト性を検証する．
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図–2 各配置の関係図

2. 有限変形拡張下負荷面モデルの定式化
本論文では，降伏条件は金属一般を対象とした von Mises

型を採用する．また，物質時間微分は上付きドット ( ˙ )で

表す．
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(1) 変形勾配テンソルの乗算分解に基づく諸量の定義

まず，全変形勾配 F を一般的な弾性変形勾配 F eと塑性

変形勾配 F p に乗算分解できるものとし，移動硬化の背応

力と弾性核については非線形移動硬化を考慮した 1次元レ

オロジーモデルの概念をもとに，塑性変形勾配 F p につい

て次式のようにエネルギー貯留部分 F p
ks,F

p
cs とエネルギー

消散部分 F p
kd,F

p
cd への乗算分解を導入する．ここで，下添

字‘ k ’，‘ c ’はそれぞれ移動硬化と弾性核に関するもので

あることを意味する．

F = F eF p, F p = F p
ksF

p
kd, F p = F p

csF
p
cd (1)

上式の乗算分解により，基準配置 K0 と現配置 K に加え，
中間配置 K̄と配置 K̃，K̂を新たに導入する．その配置の関
係図を図–2に示す．

(2) 構成式

本論文では，neo-Hookean超弾性モデルを用いる．中間

配置 K̄を参照する第二 Piola–Kirchhoff応力テンソル S̄ は

以下の通りである．ただし，I は恒等テンソルである．

S̄ =
Λ

2
(det C̄e − 1)C̄e−1 + µ(I − C̄e−1) (2)

ここで，材料定数 Λ および µ は線形弾性モデルにおける

Lamé定数に相当し，C̄e := F eTF eは中間配置 K̄を参照す
る弾性右 Cauchy–Green変形テンソルである．

さらに，塑性変形勾配テンソルのエネルギー貯留部分

F p
ks,F

p
cs は超弾性タイプの構成則を介してそれぞれ移動硬

化の背応力と相似中心（弾性核）に関係づけられるとする．

(3) 中間配置 K̄を参照する下負荷面関数
まず，中間配置 K̄ を参照する Mandel応力 M̄ := C̄eS̄

を用いて修正応力 M̄mod を以下のように定義する．

M̄mod = M̄ − Ā = (M̄ − M̄ c)−R(M̄k − M̄ c) (3)

ここで，M̄kは正規降伏面の中心点である背応力テンソル，

Ā := M̄ c +R(M̄k − M̄ c)は M̄kと共役な下負荷面の中心

点であり，M̄ c は相似中心（弾性核）である．これらはい

ずれも中間配置 K̄を参照する量である．また，正規降伏比
がR = 1のとき，すなわち正規降伏状態では M̄mod|R=1 =

M̄ − M̄k, Ā = M̄kとなるので，この修正応力は古典塑性

構成式の移動硬化モデルにおける修正応力と一致する．中

間配置 K̄を参照する下負荷面関数 f̄sub は次式で表される．

f̄sub(M̄ ,M̄k,M̄ c, R, q) =

√
3

2
∥M̄dev

mod∥ −Rq = 0 (4)
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正規降伏比が R = 1のとき正規降伏面と下負荷面は一致す

る．すなわち f̄yld = f̄sub となる．

(4) 塑性発展則

中間配置 K̄ を参照した関連流動則を塑性速度勾配
L̄p := Ḟ pF p−1 について以下のように定義する．ここで

は ∥N̄sub∥ = 1となるように正規化している．

L̄p = λ̇N̄sub, N̄sub ≡ ∂f̄sub
∂M̄

/ ∥∥∥∥∂f̄sub∂M̄

∥∥∥∥ =
M̄dev

mod

∥M̄dev
mod∥

(5)

λ̇ ≥ 0は塑性乗数である．その他の塑性内部状態変数の発

展則は紙面の都合上割愛する．

下負荷面モデルにおける正規降伏比Rは塑性ひずみの進

行に伴い増加し，R = 1（正規降伏状態）へと近づく．した

がって，正規降伏比 Rの発展則は以下のように定義する．

Ṙ = λ̇U(R), U(R) = u cot
(π
2

⟨R−Re⟩
1−Re

)
(6)

U(R)は正規降伏比Rの発展の仕方を規定する関数であり，

⟨•⟩ はMacaulayの括弧である．u (> 0)はRの発展の程度

を規定する材料定数，Re (0 ≤ Re < 1)は純粋弾性域比を

表す材料定数である．

拡張下負荷面モデルでは U(R)に関して寄与する変数と

して正規降伏比 Rのほかに，応力, 背応力，等方硬化の応

力変数，弾性核を加えて拡張することにより，繰返し負荷

挙動の性質をより正確に表すことができる．

この概念を有限変形理論の枠組みへと拡張させる際に，本

論文では以下のことを考慮する．正規降伏比Rは塑性内部

状態変数ではない．したがって，正規降伏比 Rの発展則を

どの配置で定義するかが問題となるが，ここでは基準配置

K0を参照する形式とする．基準配置K0は現配置Kのよう
に剛体回転の影響を受けることはないため，この定式化は

物質客観性の面からも合理的である．その具体形は以下の

通りである．

Ṙ = λ̇U(M ,Mk,M c, R, q), (7)

U = u0 exp[ucRc(Nsub : Ncore)] cot
(π
2

⟨R−Re⟩
1−Re

)
, (8)

Nsub : Ncore =

(
∂fsub
∂M

/ ∥∥∥∥∂fsub∂M

∥∥∥∥) :

(
∂fcore
∂M c

/ ∥∥∥∥∂fcore∂M c

∥∥∥∥)
(9)

ここで，u0 (> 0)，uc (≥ 0)は下負荷面の発展係数である．

また，Nsub, Ncoreは基準配置K0における下負荷面 fsubと

弾性核面 fcore の単位外向き法線である．

3. 数値解析例
本論文で提案した構成モデルを用いて金属材料の引張試

験を模した有限要素シミュレーションを示す．解析モデルは

JIS規格に基づく一般的な引張試験片の寸法を設定し，試

験片の対称性を考慮し，図 3に示すように半領域モデルを

用いる．材料定数は材料定数は SS400を想定した値を用い

た．有限要素は六面体 2次要素（HEXA20, 2× 2× 2点の

低減積分）で要素数 1720，節点数 8935で，拘束条件，載

荷方向は同図中に記している．

解析結果を図 4から図 8に示す．図 4において図 3の原標

点Aの公称ひずみが約 14%付近から荷重が低下し始め，試

験片中央部周辺に変形が集中し，ネッキング現象が起こる．

その後さらに引張変形を増加させ続けると，図 3の左端面の

くびれが大きくなるということが図 7，図 8から確認できる．

また，図 4における点 Bのように荷重が上昇する領域や，

点Dのようにネッキングが生じて変形が集中したのち荷重

が低下する領域においてもNewton–Raphson法本来の二次

収束を示していることが図 5から確認できる．さらに，変形

の局所化が急速に進展する荷重極大点付近における収束計

算が困難になりがちな領域においても，Newton–Raphson

法による求解の状況は概ね良好であることも図 6から確認

できる．以上より，本論文で提案したリターンマッピング

による完全陰的応力更新法は構造変形解析においても適用

性があり，変形の局所化を伴うような場合でもロバスト性

を有することが確認出来た．
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図–3 解析モデル
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