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1. はじめに

せん断遅れの解析は，数値的手法以外ではReiss-

ner1)によって提案された解析的手法が現在も用いられ

ている．この手法は箱型断面のような比較的単純な梁で

はよい近似が可能であるが，任意断面に対して橋軸方向

変位の分布を仮定することは容易ではない．これに対

し，著者らは周期境界条件を用いた均質化梁理論2)に基

づいて梁の代表体積要素にせん断力を作用させ，代表体

積要素の軸方向変位の水平方向分布を数値的に求め解析

的手法に組み込む半解析的手法を提案した3)．本報告で

は，この半解析的手法の精度改善を目的として軸方向変

位の水平方向に加えて鉛直方向分布も考慮した解析の方

法を提案する．

2. せん断遅れの半解析手法

図–1に示すような任意形状断面の梁を解析対象と

し，橋軸方向を x1，橋軸直角水平方向を x2，鉛直方向

を x3とする正規直交座標系を設定する．解析対象領域

V を，フランジ等のせん断遅れを考慮する領域 VF :=

SF × Lとそれ以外のウェブ等の領域 VW := SW × L

に区別する．ここで，Lは橋軸方向の解析対象領域で

あり，− ℓ
2 ≤ x1 ≤ ℓ

2 とする．

せん断遅れによる橋軸方向の変位を，断面内の分布形

状を表す関数 f(x2, x3)とその大きさを表す橋軸方向の

関数 g(x1)とに変数分離し， f(x2, x3) g(x1)と表すこ

ととする．すると， VFにおける橋軸方向の変位 u1は

曲げによる変位とせん断遅れによる変位の和として

u1 = x3

(
γ̃ − du3(x1)

dx1

)
+ f(x2, x3) g(x1) (1)

と表すことができる．ここで， u3は梁のたわみ， γ̃は

梁の面外せん断ひずみを表す．なお，Reissner1)や著者

ら3) (以後，筆者ら 2015と呼ぶ)では f を x2のみの関

数としている．本解析では式 (1)でせん断遅れの鉛直方

向分布も考慮することにより，精度改善を目論んでい

る．また，筆者ら 2015においては梁の面外せん断ひず

みを無視していたが，本研究ではこれについても考慮し

た．周期境界条件のもとで梁の代表体積要素にせん断変

Key Words: 周期境界条件，せん断遅れ，均質化梁理論，有限要素解析

〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06

図–1 解析対象の梁とその断面

形を与えた有限要素解析を行い，算出された各節点の軸

方向変位を最小値 0，最大値 1になるように正規化して

数値的に f を求める．

曲げを受ける梁の全ポテンシャルエネルギーΠを

Π := ΠF +ΠW +ΠQ −Πext (2)

と表す．ここに，ΠFは VFのひずみエネルギー

ΠF :=
1

2

∫
VF

(
Eϵ21 +Gγ212

)
dV (3)

ΠW は VW のひずみエネルギー

ΠW :=
1

2
(EI)W

∫
L

(
dγ̃

dx1
− d2u3

dx12

)2

dx1 (4)

ΠQは梁の面外せん断ひずみエネルギー

ΠQ :=
1

2

∫
L
GκAγ̃2 dx1 (5)

Πextは分布荷重の外力ポテンシャル

Πext :=

∫
L
qu3 dx1 (6)

である．ここで，Young率をE，せん断弾性係数を

G， SWの曲げ剛性を (EI)W，単位長さあたりの鉛直

外力を q，軸ひずみを ϵ1， x1–x2面内せん断ひずみを

γ12とした．

以上を用いてフランジが面内せん断変形する梁理論を

定式化すると，曲げモーメントをM としたとき，全ポ

テンシャルエネルギーΠの停留条件から， u3と gと γ̃

に関する微分方程式

−(EI)

(
d3γ̃

dx13
− d4u3

dx14

)
−R1

d3g

dx13
− q = 0 (7)
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図–2 非均質な厚いフランジを有する箱断面

−R1

(
d2γ̃

dx12
− d3u3

dx13

)
−R2

d2g

dx12
+R3g = 0 (8)

GκAγ̃ − (EI)

(
d2γ̃

dx12
− d3u3

dx13

)
−R1

d2g

dx12
= 0 (9)

を得る．ここで， (EI)は全断面の曲げ剛性であり，

R1 :=

∫
SF

Ex3f dS, R2 :=

∫
SF

Ef2 dS

R3 :=

∫
SF

G

(
df

dx2

)2

dS

と定義した．数値的に得られた f(x2, x3)からGauss

積分によってR1, R2, R3を求め，微分方程式を解く．

3. 提案手法の精度検証

図–2に示す非均質なフランジを有する箱型断面梁の

せん断遅れの解析を行った．支間 ℓ = 500mmで単

純支持され等分布荷重 q = 1N/mmを受けるもの

とする．参照解として，要素総数 143, 000，節点総数

290, 580からなる有限要素モデルによる解を用いた．

この解析から得られた節点変位を元に数値的に求め

たせん断遅れによる変位分布 f(x2, x3)を図–3に示し

た．図中，上段・中段・下段はそれぞれ高さ方向に 3分

割したフランジの有限要素 3要素の中心の位置である．

ウェブとフランジの交点付近に生じている局所的な面

内せん断ひずみのために，下段において f が大きくな

り，上段・中段での f の最大値は下段のそれに比べて

ほぼ半分になっている．著者ら 2015ではせん断遅れに

起因する変位の高さ方向分布は考慮していないので，基

本的にこのような梁のせん断遅れ解析は不可能である

が，ここでは比較のために曲げ剛性が等価となる同じ寸

法の断面を有する均質な梁の中段の軸方向変位を用いて

求めた f(x2)も掲載した．本研究では f の鉛直方向分

布も考慮したため，せん断遅れの分布形状をより正確に

再現することが可能となった．式 (7), (8), (9)の微分方
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図–3 せん断遅れによる変位分布 f(x2, x3)
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図–4 上フランジのせん断ひずみ (x1 = −100 mm)

程式を曲率 ϕ := dγ̃
dx1

− d2u3
dx1

2 で表し，

n :=
(EI)R2

(EI)R2 − (R1)2
, k2 := n

R3

R2
(10)

と定義すると，単純支持の条件を用いて求めた曲率の解

析解は

ϕ = −q(n− 1)

k2(EI)

{
cosh(kx1)

cosh(kℓ/2)
− 1

}

+
qℓ2

(EI)

{
1

8
− 1

2

(
x1
ℓ

)2
} (11)

と求められる．

x1 = −100 mmの断面での上フランジにおけるせ

ん断ひずみ γ12の分布を図–4にフランジ厚さ方向 2箇

所（上段と下段）について示した．どの図においても，

橋軸直角方向の中央部ではせん断ひずみの分布がほぼ直

線となっており，中央部ではせん断遅れの変位がよく知

られた 2次関数に近いことがわかる．有限要素解を見る

と，上段ではウェブ付近でせん断ひずみが減少している

のに対し，下段ではウェブ付近においてせん断ひずみが

局所的に大きくなっている．本解析は有限要素解析にお

けるこれらのせん断ひずみの分布をよく捉えている．
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