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1. はじめに
近年，コンピュータを駆使した高度な材料設計法が注目

されている．本研究では構造材料にとって重要な力学的特

性である靭性に着目し，それを最大にする材料微視構造（ミ

クロ構造）の最適材料配置をトポロジー最適化によって求

めるものである．本研究は，Katoら 1)が塑性変形を呈する

マクロ構造を対象に開発した「低コストかつ超高精度感度」

を与えるトポロジー最適化手法を「塑性変形下にあるミク

ロ構造の靭性最大化問題」にも適用できるように理論を拡

張することを目的とし，その理論の正しさを有限差分法に

よる感度解析結果と比較することで明らかにする．

2. 設計変数および最適化問題の設定
ここではミクロ構造の靭性を最大にするための最適化問

題を設定する．そこで，要素ごとの材料体積比を設計変数

s j ( j = 1, 2, · · · ,N)とし，目的関数 f (s)および等式制約条件

h (s)は以下のようにした．

minimize f (s) = −
∫
Ω

∫
ε̂
σ : dε dΩ (1)

subject to h (s) =
∫
Ω

si dΩ − V̂ = 0 (2)

ここで，σはミクロのコーシー応力, ε̂は制御点変位 ûに従

う所与のミクロひずみ，V̂は材料 2の占める体積を表す．な

お，一般的には最小化問題として書き表すことが多いため

今回は目的関数に −1を乗じて最小化問題としている．

3. 周期境界条件
ミクロ構造（ユニットセル）に生じる変位 wは以下のよ

うに表される．

w = Ey + u∗ (3)

ここで，y はミクロ座標系, E はユニットセル中に一様に

生じるマクロひずみであり，ミクロの変形には依存しない．

また u∗はミクロ構造内の材料が不均質に配置されることに

よって生じる擾乱変位である．ユニットセルは周期性を持

つため境界面 ∂Y において以下の条件が成り立つ.

u∗ |∂Y [k]= u∗ |∂Y [−k] (4)

ここで，∂Y [k] は図–1のように境界面 kを表す. 以上のこと

からミクロ境界変位 w |∂Y [k] に対して次の関係が成り立つ.
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図–1 ミクロ境界面 (左)およびミクロ表面力ベクトル (右)

w[k] − w[−k] = El[k] (5)

簡単のため w |∂Y [k]= w[k] とした. l[k] = y[k] − y[−k] は矩形ユ

ニットセルの境界辺ベクトルと呼ばれ，定数項である. 以上

のことからミクロ構造では境界辺での相対変位が一定であ

り,ミクロひずみ Eに依存して変形が生じる.

また,もう一つの条件として単位法線ベクトル nを有する

境界面上に生じるミクロ表面力ベクトル t[n] = σnに関して

反対称性があり次のようになる.

t[k] + t[−k] = 0 (6)

4. 塑性材料モデルと緩和
使用材料モデルとして塑性材料モデルを使用しVon Mises

の降伏応力および硬化関数は以下のようになる.

Φ
(
σ′, ε̄p) = 1

2
σ′ : σ′ − 1

3
k2 (ε̄p) (7)

k
(
ε̄p) = σy + Ehε̄p (8)

ここで σ′ は偏差応力テンソル，ε̄p は相当塑性ひずみ，σy

は初期降伏応力，Eh は加工硬化係数である.

また，SIMP法を拡張し，2相材料でのトポロジー最適化

を適用するため材料パラメータを次のように緩和した.

C j =


(
1 − sηj

)
C1 + sηjC2 C1 ≤ C2(

1 − s j

)η
C1 +

{
1 −
(
1 − s j

)η}
C2 C1 > C2

Eh
j =


(
1 − sηj

)
Eh

1 + sηj E
h
2 Eh

1 ≤ Eh
2(

1 − s j

)η
Eh

1 +
{
1 −
(
1 − s j

)η}
Eh

2 Eh
1 > Eh

2

(9)

(
σy

)
j
=


(
1 − sηj

)
σy1 + sηjσy2 σy1 ≤ σy2(

1 − s j

)η
σy1 +

{
1 −
(
1 − s j

)η}
σy2 σy1 > σy2



表–1 使用材料
塑性材料 1 塑性材料 2

ヤング係数 (MPa) 30 1960
ポアソン比 0.3 0.3
硬化係数 (MPa) 10 900

初期降伏応力 (MPa) 1.0 2.9

5. 感度解析
勾配基本法による最適化アルゴリズムを用いるため目的

関数の設計変数に対する勾配 ∂ f /∂si を求める必要がある．

今回は目的関数の感度を求める際に境界面での相対変位を

変位制御により制御させるという特別な条件を用いること

で陰的な微分項である ∇s jεの消去を行う. その結果，目的

関数の感度は

∇s j f (s) = −
∫
Ω

∫
ε̂

(
∇s jσ
)

: dε dΩ (10)

となる. ここで応力感度 ∇s jσを算出することで全体の感度

が求まる. 応力感度 ∇s jσの導出に関しては弾塑性の基本式

とリターンマッピングの理論式，さらには変形の履歴の影

響を考慮するための条件付き微分を用いることで定式化を

する．なお，応力感度の詳しい導出過程は文献 1) を参照さ

れたい．

6. 感度の精度検証
Katoら 1)の感度解析手法をミクロ構造に適応した場合の

精度を検証するため，有限差分法との感度の比較を行なっ

た. 使用材料は表–1に示したとおりで，10 × 10の正方形 8

節点要素で構成された 2次元のユニットセルを用いた．こ

れに相対変位を与えることで以下のマクロひずみによる変

形をさせた．

E =

0.05 0

0 0

 (11)

要素ごとの感度の結果は図–2 のようになり，最大誤差は

1.0%以下であった．これらのことから感度の値はほぼ一致

しており，周期境界を持つミクロ構造に対しても感度が極

めて高い精度を有していることがわかった.

7. 最適化計算例
ここでは，本手法を用いた最適化計算例について述べる．

今回は 32 × 32の正方形 8節点要素で構成された 2次元の

ユニットセルを用いた．また，使用材料は表–1に示したも

のを用いた．変形形状は以下のようなマクロひずみ Eを与

え，変形を生じさせた.

E =

 0 0.005

0.005 0.0025

 (12)
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図–2 感度の比較
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（ｂ）塑性ひずみ（a）最適化されたトポロジー

（c）ミクロ構造（3×3パッチ)
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図–3 最適化結果

図–3はその結果を示しており，引張り +せん断の変形に対

抗するようなトポロジーが得られた．

8. 結論
本研究では周期境界をもつミクロ構造に対して文献 1)で

述べられた非線形複合材料のためのトポロジー最適化手法

の適用を行なった. 感度の精度の検証ではミクロ構造に対し

ても文献 1) の手法の利用が可能であることが示された. こ

れにより材料開発の分野においても信頼度の高い最適設計

が可能となった．
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