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1. はじめに

合成桁のような幅の広い梁のフランジにおける曲げ応

力の橋軸直角方向分布はせん断遅れのために一定になら

ない．ウェブから離れると曲げ応力が小さくなるため，

フランジの有効幅を考慮して初等梁理論を用いるのが一

般的である．道路橋示方書1)においては，フランジ幅と

支間長により有効幅を定めている．

一方で，周期境界条件を用いた均質化梁理論2)によ

り，梁の代表体積要素に曲げモーメントとせん断力を独

立に作用させる自由度の高い数値要素試験が可能になっ

た．そこで，本研究では均質化梁理論によって数値的に

求めた変位分布を解析的手法3)に組み込み，簡便かつ高

精度なせん断遅れの半解析的手法を提案する．

2. 解析手法

(1) 周期境界条件

本研究では図–1に示す x1方向に長さ r1の周期性を

有する単位構造を代表体積要素とする．周期境界条件に

よるせん断変形は独立断面上の節点 iと従属断面上の節

点 dのペアに対して面外せん断ひずみ γを用いて

∆u = ud − ui =
{

0 γr1 0
}T

(1)

という相対変位によって与えられる．

相対変位のみを与えた場合，代表体積要素は変形せず

剛体回転してしまう．そこで，周期方向の各位置におけ

る断面の回転の平均を代表体積要素の回転とし，これを

拘束することで剛体回転を拘束する2)．

(2) せん断遅れを考慮した梁のたわみ

梁全体の中立面からせん断遅れを考慮する部材の図心

軸までの距離を h，たわみを zとすると，せん断遅れを

考慮する部材の図心軸上の橋軸方向変位 u1は

u1(x1, x2) = h

{
d2z

dx21
+ f(x2)g(x1)

}
(2)

と表せる． f(x2), g(x1)はそれぞれせん断遅れによ

る u1(x1, x2)の相対的な分布と大きさを表す関数で，

Reissner3)は f(x2)を二次関数と仮定している．本解析
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図–1 代表体積要素

では周期境界条件のもとでせん断変形を与えた有限要

素解析を行い，得られた u1(x1, x2)から数値的に f(x2)

を求める． g(x1)は後述する変分問題で求めるため，

f(x2)を最小値 0，最大値 1となるように規格化する．

解析対象領域を V として，

V = S × L (3)

S = Sf ∪ Sw, Sf ∩ Sw = ϕ (4)

L =

{
x1

∣∣∣∣− ℓ

2
≤ x1 ≤

ℓ

2

}
(5)

と定義する．ここで， ℓは支間長， Sf はフランジや床

版等のせん断遅れを考慮する部材の断面， Sw はウェブ

等それ以外の部材の断面である．

曲げを受ける梁の全ポテンシャルエネルギーΠを

Π = Πf +Πw −Πl (6)

と表す． ここで， Sf × Lのひずみエネルギー

Πf =
1

2

∫
L

∫
Sf

(
Eϵ2 +Gγ2

)
dAdx1 (7)

Sw × Lのひずみエネルギー

Πw =
1

2

∫
L
EIw

(
d2z

dx12

)2

dx1 (8)

外力ポテンシャルエネルギー

Πl =

∫
L
q(x1)z dx1 (9)

であり，ヤング率E，せん断弾性係数G， Sw の断

面二次モーメント Iw，単位長さあたりの鉛直外力

q(x1)，軸ひずみ ϵを用いた．梁の境界値問題と等価な

変分問題は，系の全ポテンシャルエネルギーを停留させ

る問題となる．曲げモーメントをM とすると式 (6)の

汎関数の停留条件 δΠ = 0から， zに関する微分方程式

M + EI
d2z

dx12
+

∫
L

∫
Sf

h2Ef
dg

dx1
dAdx1 = 0 (10)



図–2 断面形状

図–3 拘束，荷重条件

図–4 たわみ分布 (全体)

∫
L

∫
Sf

h2
{
Ef

d3z

dx13
+ Ef2 d2g

dx12

−G

(
df

dx2

)2

g

}
dAdx1 = 0

(11)

が得られる．

3. 解析結果

図–2に示す箱型断面の梁が図–3のように単純支持

されて等分布荷重を受けるときのたわみを解析する．

本手法に加えてせん断遅れを考慮しないTimoshenko

梁および f(x2)を放物線分布と仮定した3)手法 (以後，

Reissnerと呼ぶ)でたわみを求めた．これらの手法での

解と有限要素解 (以後FEMと呼ぶ)を比較する．有限

要素解には 8節点 6面体双 1次アイソパラメトリック

要素を用いて，要素数 61000，節点数 122244とした．

w = 20 mm, h = 10 mm, ℓ = 500 mm, tf =

tw = 1.0 mm, E = 1.0 × 106 N/mm2, ν = 0.25, q =

1 N/mmでのたわみ zの橋軸方向分布を図–4，その拡

大図を図–5に示す．FEMとの差は本解析やReissner

の方がTimoshenko梁よりも小さいことがわかる．

FEMに対する各手法における最大たわみの相対誤差

を eとする．本解析では e = 0.15%，Reissnerでは

e = 0.15%，Timoshenko梁では e = 1.1% となった．

このことからも，本解析とReissnerはTimoshenko梁

よりも高精度であるといえる．

図–5 たわみ分布 (中央)

表–1 誤差の比較

相対誤差 e (%)

パラメーター 本解析 Reissner Timoshenko

断面幅 10 −0.15 −0.15 −0.36

w 20 −0.15 −0.15 −1.1

(mm) 40 −0.23 −0.23 −4.4

ウェブ板厚 0.5 −0.34 −0.34 −1.4

tw 1.0 −0.15 −0.15 −1.1

(mm) 2.0 −0.078 −0.078 −0.93

支間長 100 −21 −21 −31

ℓ 500 −0.15 −0.15 −1.1

(mm) 1000 −0.043 −0.043 −0.21

ポアソン比 0 −0.43 −0.43 −1.2

ν 0.25 −0.15 −0.15 −1.1

0.45 0.089 0.089 −1.0

このモデルを基本に，断面幅，ウェブ板厚，支間長，

ポアソン比を変えて精度の検証を行った．それぞれのモ

デルにおける各手法での eを表–1に示す．全ての場合

において，Timoshenko梁よりも本解析やReissnerの

方が eが小さくなっている. また，断面幅が広い，ウェ

ブが薄い，支間長が短いといった場合には全ての手法に

おいて eが大きくなった．Timoshenko梁は本解析や

Reissnerと比較すると誤差の増加が大きいことから，

これらがせん断遅れの要因となっていることがわかる．
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