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1. はじめに
脆性材料における破壊の数値解析手法のひとつに，損傷

を特徴づける微視的欠陥の密度および分布を表すための内
部変数を導入した連続体損傷モデルがある．本研究では，
この連続体損傷モデルを超弾性モデルに適応させることに
より，有限変形を考慮した数値解析によって，ひび割れの
進展にともなう準脆性材料の軟化挙動と，破壊に至る過程
を数値シミュレーションにより再現する．さらに，微小変
形モデルと比較することにより，有限変形を考慮する重要
性について検討する．

2. 準脆性材料の破壊のモデル化
ここでは，本研究における数値解析手法について説明す

る．まず，数値解析に用いた材料モデルと連続体損傷モデ
ルの定式化について紹介し，解析のアルゴリズムに沿って
準脆性材料のひび割れの発生や進展の本研究における表現
方法について述べる．

2.1 超弾性Henckyモデル

準脆性材料の破壊プロセスにおける軟化挙動を再現する
ために，本研究ではに超弾性モデルを用いた．Henckyモデ
ルは，加硫ゴム力学挙動のモデル化のためにHencky[1933]

により提案されたもので，次式で定義される対数ひずみ ϵ

を用いて標準的な線形弾性モデルを有限変形問題に拡張し
たものである．

ϵ =
1

2
ln b (1)

ここで，bは変形勾配 F を用いて b = FF T で定義され
る left Cauchy-Green tensorである．

2.2 損傷モデル構成則

損傷モデルの構成則を次式で定義する．

σ = (1−D)H : ϵ (2)

ここで，σは Cauchyの応力テンソル，H は４階の弾性
テンソルである．Dは損傷の密度と分布を特徴づける損傷
変数と呼ばれるもので，本研究ではMazarsと Pijaudier-

Cabot5) によって定義された以下の関数を用いる．

D(κ) = 1− κ0

κ

(
1− α+ αeβ(κ0−κ)

)
(3)

ここで κは，最大の等価ひずみ量で閾値をとる．また，損
傷変数 D は κの関数として表される．図 −1右図に示し
たようにαとβは損傷の進展率を支配するパラメーター
である. ここでD = 0のときは損傷が発生せず，D = 1で
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図– 1 損傷モデルにおける応力ひずみ関係

は材料が完全に剛性を失った状態を表す．また, 図-1の左
図のように，κ0の値は弾性境界を示す等価ひずみである．
損傷の発生については κ0 と次式に示す等価ひずみ ϵeq の
大小関係を比較することで判定される．

ϵeq (I1, J2) =
k − 1

2k (1− 2υ)
I1+

1

2k

√
(k − 1)

2

(1− 2υ)
2 I

2
1 +

12k

(1 + υ)
2 J2

ここで，I1はひずみテンソルの第 1不変量，J2は第 2偏
差不変量，υはポアソン比，kは圧縮引張強度比である．等
価ひずみの評価にはさまざまな定義式があるが，本研究で
は，圧縮引張強度の違いを評価できる de Vreeモデルを用
いた．なお，材料ヤコビアンは以下のように表すことがで
きる．

Ct = (1−D(κ))H − ∂D

∂κ
· ∂κ

∂ϵeq
· ∂ϵeq
∂ϵ

σel (4)

ここで，σel は弾性の応力テンソルである．

2.3 有限変形への拡張

ここでは材料ヤコビアンを有限変形問題における接線係
数に変換する．空間座標を参照した接線係数，すなわち空
間弾性テンソル aは，等方性材料について次式で表記さ
れる．

aijkl =
1

J

[
∂τ

∂b
: B

]
ijkl

− σilδjk (5)

ここで，τ はKirchhoff応力テンソルである．また，Bは
bを 4階のテンソルに置き換えたもので次式で定義される．

Bijkl = δikbjl + δjkbil (6)

式 (5)において，超弾性モデルに依存する唯一の項は，微分
係数 ∂τ

∂b の成分である．HenckyモデルにおけるKirchhoff

応力 τ は，対数 Eulerひずみの線形関数であるが，定義式
(5)により，このひずみ自身は bの関数である．このため，
式 (5)に微分連鎖則を適用すれば導関数 ∂τ

∂b は次式のよう
に計算される．
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∂τ

∂b
=

∂τ

∂ϵ
:
∂ϵ

∂b
=

1

2
D : L (7)

ここで，4階のテンソル Lは

L =
∂(ln b)

∂b
(8)

であり，B に関するテンソルの対数関数の微分係数であ
る．また，Dは，微小変形における接線係数Ct を用いて
以下のように表される．

D = J ·Ct (9)

ここで，J はヤコビ行列式で，変形勾配テンソル F を用
いて以下で示される．

J = detF (10)

式 (5)に式 (7)を代入して整理すれば，最終的に空間表記
の Henckyの弾性テンソル aは次式のように表される．

aijkl =
1

2J
[D : L : B]ijkl − σilδjk (11)

3. 解析結果
まず，損傷モデルの特性と損傷による材料の軟化挙動の

様子を図-2の三要素一軸引張モデルの数値シミュレーショ
ン結果を用いて示す．三要素のうち真ん中の要素 Bの κ0

の値を両端の要素 Aに比べて小さい値とすることで意図
的に真ん中の要素に損傷を起こした．グラフと変形図から
損傷が発生した後に要素 Bのひずみが増加する軟化挙動
を示す様子がわかる．このとき，要素 Bにおいて損傷係
数 D は最大値 D = 0.91 をとり，材料剛性をほぼ失って
いる．連続体損傷モデルではこのように損傷が起きたのち
損傷係数Dの値がD = 1に収束していき，材料が剛性を
失っていく挙動を再現することができる．
つぎに，穴あきの準脆性材料モデルに一軸引張変位 ϵ =

0.0001を与えた場合の，変形図と損傷変数値のコンター表
示を図-3に示す．圧縮引張強度比を k = 3.0とし，引張に
脆性的な材料とした．損傷係数の値が D = 1に近づくと
き，材料が剛性を失い，ひび割れが進展していくとみなす
ことができる．ここで，損傷係数が 1に漸近した値を白色
で表示すると変形図において，解析ステップ数 6000回で
損傷が発生したのち，ひび割れが横方向に進展していく挙
動がみられる．

4. まとめ
連続体損傷モデルを用いて，準脆性材料のひび割れの発

生，進展を視覚化することができた．今後は，非均質性と
損傷の発生プロセスの関係性と損傷の発生がマクロな材料
強度に与える影響，さらには有限変形を考慮することの重
要性を微小変形を用いた解析との比較を通して検証する．

Lo
ad

  (
N
)

Displacement  (m)
0 0.1 0.2 0.3

0

2.5

5

1.00.0

Deformation ×20

Step 400/500

Damage parameter
1.00.0

Deformation ×20

Step 100/500

A
B

A

Damage parameter
1.00.0

Deformation ×20

Step 500/500

Damage parameter 

[×10
+8
]

1m
1m

0

図– 2 一軸引張モデルの数値解析結果
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図– 3 穴あきコンクリートモデル数値解析結果
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