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1. まえがき

構成則に用いる客観的な応力速度は無数に選択できる

が，その選択によっては巨視的な応力‐ひずみの結果だ

けでなく局所化予測の結果も違ってくる．そこで，各速

度の持つ特徴を局所化予測から整理するという目的で，

本研究では，Cauchy応力の Jaumann速度をはじめと

した客観性を有するいくつかの応力速度を構成則に用い

て，平面および 3次元ひずみ問題において変形局所化予

測を行い，応力速度の選択が局所化に及ぼす影響を比較

検討した．

2. 構成則

増分型の構成則には客観性を有する応力速度
?
σを用

いる必要があり，一般には変形速度 dと

?
σij = Cep

ijkldkl (1)

のようにモデル化される．ここにCepは弾塑性接線係

数である．この
?
σによく用いられるのは Jaumann速

度
O
σであるが，そうでないといけないことはない．こ

れ以外にも客観性を有する応力速度には，Truesdell速

度
∨
σ，Oldroyd速度

t
σ，Kirchhoff速度

O
τ k，Biot速

度
¯
σ， convected速度

¦
σなどがあり，これらは

O
σij = σ̇ij − wikσkj − wjkσki (2)
∨
σij = σ̇ij − vi,kσkj − vj,kσki + vk,kσij (3)
t
σij = σ̇ij − vi,kσkj − vj,kσki (4)
O
τk

ij = σ̇ij − wikσkj − wjkσki + vk,kσij (5)
¯
σij = σ̇ij − vi,kσkj − vj,kσki + vk,kσij

+
1
2

(σikdkj + dikσkj) (6)
¦
σij = σ̇ij + vk,iσkj + vk,jσki (7)

と定義される．ここに vは速度勾配，wはスピンであ

る．

3. 例として用いる構成モデル

ここでは一例として非関連流れ則のDrucker-Prager

モデル1)に基づいたモデルを用いることにする．
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そのモデルでは変形速度の塑性成分 dpは非共軸性を

有し，弾性成分 deは増分型のHookeの法則に従うと

すると

dp
ij =

1
H

(
σ′ij
2σ

+ βδij

)(
σ′kl

2σ
+ αδkl

)
?
σkl

+
1

2h1

(
?
σ
′
ij −

σ′ijσ
′
kl

2σ2

?
σkl

)
(8)

de
ij =

1
2µ

?
σij +

1
3

(
1
3κ

− 1
2µ

)
δij

?
σkk (9)

のように表現できる．ここに，プライムは偏差成分を

表し，H は硬化係数， σは相当応力， αは内部摩擦係

数， βは塑性的体積膨張係数， δij はKroneckerのデ

ルタ， h1は非共軸性を代表する材料パラメタ， µはせ

ん断弾性係数， κは体積弾性係数である．

4. 局所化条件

有限変形理論の枠組における局所化条件としてはHill

and Hutchinson2)のモデルを用いるとすると，

(νiFijklνl) gk = 0 ⇒ det |νiFijklνl| = 0 (10)

が成立したときに， ν を法線とするせん断帯の局所化

が発生することになる．ここにF は， nominal応力速

度 ṅと速度の空間微分∇vで表した構成則の接線係数

ṅij = Fijklvk,l (11)

である．

5. 解析結果

表–1に平面ひずみ問題における引張の場合に α =

β = 0としたときの µ/µと H/µの違いによる各応力速度

の局所化予測の解析結果を示した．また，図–1および

図–2には圧縮の場合の各パラメタの影響を示した．予

測に際しては，Young率 207GN/m2，Poisson比 0.3

を用いた．

局所化発生応力に関しては両パラメタの影響により変

化は見られるものの，応力速度あるいは引張および圧縮

の場合によってその挙動は様々に異なる．一方，せん断



表–1 平面ひずみ問題における引張の場合の局所化発生応力およびせん断帯角度 (α = β = 0)
µ/µ 0.01 0.1 1.0
H/µ 0.0001 0.001 0.0001 0.001 0.0001 0.001

σcr

µ

Jaumann 3.99× 10−3 1.20× 10−2 1.29× 10−2 4.07× 10−2 4.73× 10−2 1.49× 10−1

Truesdell 8.05× 10−2 7.49× 10−2 9.17× 10−1 9.10× 10−1 31.1 31.0

Oldroyd 8.28× 10−2 7.69× 10−2 1.31 1.30 — —

Kirchhoff 3.97× 10−3 1.20× 10−2 1.24× 10−2 3.89× 10−2 3.38× 10−2 1.06× 10−1

Biot 4.00× 10−2 3.96× 10−2 4.00× 10−1 4.00× 10−1 4.00 4.00

convected 1.99× 10−4 1.94× 10−3 2.00× 10−4 1.99× 10−3 — —

θ(度)
Jaumann 42.1 35.2 44.1 42.1 44.7 43.9

Kirchhoff 42.1 35.3 44.2 42.3 44.9 44.5

convected 44.9 43.5 45.0 44.9 — —
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図–1 圧縮の場合の非共軸パラメタの影響

(α = β = 0 , H/µ = 0.001)
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図–2 圧縮の場合の硬化パラメタの影響 (α =

β = 0 , µ/µ = 0.1)

帯角度に関しては応力速度によっては予測できない場合

があるが，共軸性が強くなるほど 45度に漸近し，硬化

性が強くなるほど 45度から離れるという特性はすべて

に共通である．

Kirchhoff速度とTruesdell速度はそれぞれ Jau-

mann速度とOldroyd速度に体積膨張項を追加したも

のであり (式 (2)-(5)参照)，設定したモデルにおける

一軸引張状態では体積変形が生じていると考えられる

が，表および図からは Jaumann速度およびKirchhoff

速度，Truesdell速度およびOldroyd速度にはそれぞ

れ互いに挙動の違いは現れなっかた．これは β = 0と

設定したためであり， βを変化させることでそれぞれ

に違いが生じてくる．例えば βを大きくすることで，

Jaumann速度は引張の応力の絶対値は大きくなり圧縮

のそれは小さくなるが，Kirchhoff速度はその逆の挙動

を示す．Truesdell速度およびOldroyd速度は βを大

きくすると応力増減の変化の向きは同じだが，前者の方

が体積膨張項の影響によりその変化率は小さくなる．

引張と圧縮の場合における応力レベルに関しては，

Jaumann速度およびKirchhoff速度は同程度であるの

に対し，その他には比較的大きなレベルの差が生じ，共

通して局所化予測できない方の場合の応力レベルが高

すぎる．特に，Oldroyd速度および convected速度に

至っては，非共軸パラメタの影響を大きく受け局所化条

件によって得られる応力が計算上では無い状態になって

しまった．

6. 結論

平面および 3次元ひずみ問題の局所化において，

Jaumann速度とKirchhoff速度，Truesdell速度と

Oldroyd速度における特性はそれぞれ互いに類似して

いた．また，現実的なレベルの応力を得るためには，応

力速度によっては材料パラメタに適用限界を課した上で

解析を行う必要がある．
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