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1. はじめに
近年の計算機性能の向上により，材料や構造物のミクロ

構造を解析して，マクロな特性を評価する傾向が広がって
いる．しかしながら，実際的なミクロ構造は，非常に複雑
な幾何性状を有していることから，メッシュ生成の容易性
に加えて，低自由度かつ十分な解析精度が見込める解析手
法の適用が必要である．
そこで本研究では，Dohrmannet al.1)によって提案され

た節点べースの有限要素法（節点積分有限要素法；NI-FEM）
をミクロ構造解析に適用することによって，低自由度かつ
高精度で複雑なミクロ構造を解析可能なマルチスケール解
析手法を開発する．

2. 均質化法に基づく弾塑性マルチスケール問題
2.1 Two-scale境界値問題

一般的な均質化理論においては，ミクロ構造（ユニット
セル）の無次元代表長さを ϵとし，マクロ座標系 xおよび
ミクロ座標系 yを導入して一般化収束論を適用することで，
それぞれの空間スケールにおける支配方程式が導かれる．
均質化法に基づく弾塑性マルチスケール解析の定式化や数
値解析アルゴリズムの詳細は文献 2) を参照することとし，
ここでは導出された境界値問題のみを与える．
ミクロ領域における境界値問題は次のようになる．∫

Y
∇yη

1 : σ dy= 0

σ =
∂W
∂εe
, ε = sym

(
∇xu0 + ∇yu1

)
= εe + εp

ここで，σと εはそれぞれミクロ応力とミクロひずみ，W

は弾性ひずみエネルギー関数，εeは弾性ひずみ，εpは塑性
ひずみ，u1は Y–周期的なミクロ変位，η1はミクロ仮想変
位である．
そして，ミクロ構造の構成材料は弾塑性材料とし，古

典的な線形等方硬化による J2塑性理論に従うものと仮定
する．

f (σ, α) := ∥dev(σ)∥ −
Hα + √2

3
σY


ここで，f はMisesの降伏関数，σYは初期降伏応力，dev(σ)

は Cauchy応力の偏差成分，H は硬化パラメータ，αは塑
性に関する内部変数である．
マクロ構造に関しては，応力やひずみなどのマクロ変数

がミクロ変数の体積平均で与えられ，マクロ変位 u0に関
するつり合い式は次のようになる．∫

X
∇xη

0 : Σ dx= Fext

ここで，Σはマクロ応力，η0はマクロ仮想変位，Fextは外
力による右辺項である．
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図– 1 節点積分有限要素法とそのメッシュ形態

2.2 節点積分有限要素法（NI-FEM）1)

本研究では，Dohrmannet al.1) によって提案された NI-

FEMをミクロ構造解析に適用する．NI-FEMは，FEMにお
ける定ひずみ三角形要素および定ひずみ四面体要素のメッ
シュを基礎として，図–1に示されるように，節点をベース
とするボロノイ多角形領域で近似を行う離散化解析法であ
る．以下では，NI-FEMの近似の方法を簡単に述べる．
まず，一般的な 2次元 CST要素 eのひずみ εeの定義式

を与えておく．B, dは CST要素の Bマトリックスと変位
ベクトルである．

εe =

3∑
α=1

BKe
α
dKe

α

NI-FEMでは，CST要素を利用して各々の節点周りでひず
みを平均化し，連続的に近似することによって精度の向上
を図ることができる 1)．

εN =
1

AN

MN∑
e=1

αN
e Ae

3∑
α=1

BKe
α
dKe

α


ここで，εNはNI-FEMにおける節点 Nの平均ひずみ，MN

は節点 Nに関わる要素数，Aeは要素 eの面積，αN
e は Ae

における節点 Nを含む部分面積の割合であり，面積に関し
ては次式を満足する必要がある．

AN =

MN∑
e=1

Ae
N =

MN∑
e=1

αN
e Ae

NI-FEMでは，全体系の弱形式のつり合い方程式は通常の
FEMと同様である．ただし離散化は，節点を単位とするボ
ロノイ領域ごとに行われ，最終的なボロノイ領域（節点）
Nの（接線）剛性行列 KN は次式で表される．

KN =

∫
ΩN

BT
N DNBN dΩ = BT

N DNBNANhN
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Young's modulus: 10000 MPa

Poisson's ratio: 0.20

Initial yield stress: 30 MPa

Hardening parameter: 1000 MPa
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図– 2 ミクロおよびマクロスケールの解析モデル
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図– 3 マクロ応力－ひずみ曲線

ここで，ΩN は節点 Nのボロノイ領域，DN は構成材料の
接線係数テンソル，hN は厚さである．
また，NI-FEMにおける節点周りの平均化は，同一材料

内で行われるため，複合材料・複合構造の解析を行う際は，
材料界面の拘束条件・連続条件を別途追加する必要がある．
本研究では，ペナルティ法により拘束条件を与える．∫

Y
∇yη

1 : σ dy+
∫
ΓB

p
(
η1
+ − η1

−
)
·
(
u1
+ − u1

−
)
dΓ = 0

ここで，pはペナルティ係数，ΓBは材料界面，添え字 ±は
材料の種別である．

3. 弾塑性マルチスケール数値解析例
解析対象は，図–2に示されるような，母材と円形介在

物で構成されるミクロ構造を有する非均質体である．母材
は弾塑性体，介在物は線形弾性体と仮定する．マクロ構造
は単一の双 1次四辺形有限要素でモデル化し，y方向に変
位制御で単純引張り載荷を行う．
解析結果として，マクロ応力－ひずみ曲線を図–3に，ま

た図–3中の (a)～(c)の各状態におけるミクロ領域での相当
塑性ひずみ分布を図–4に示す．応力－ひずみ曲線，相当塑
性ひずみ分布ともに適切な結果が得られており，このよう
な複雑な幾何性状を有するミクロ構造であっても，三角形
メッシュを用いて容易にモデル化から解析が行える．
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図– 4 ミクロスケールにおける相当塑性ひずみの進展

4. おわりに
本研究では，NI-FEMをミクロ構造解析に適用した弾塑

性マルチスケール解析法を開発した．本手法の特徴は，三
角形メッシュによる利便性と節点ベースの近似による高精
度を有することである．
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