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橋りょう上桁端に建植された電柱は列車通過時の桁たわみ振動により大きく振動する場合がある．これ

に対して基準類の整備が進められているが，電車線による拘束の有無による電柱の固有振動の変化など，

列車通過時の電柱天端変位に依存した電柱振動の非線形性に関しては未解明な部分も多い．特に実証分析

では強制加振下の非線形システム分析法が必要となる．本研究では列車通過時の橋りょう上電柱振動の非

線形性分析手法の構築を目的とし，橋りょう変形が電柱への加振力となるよう再定式化することで，橋り

ょう上電柱振動用の Time-Varying Auto Regressive with eXogenous（TV-ARX）モデルを構築した．さらに，

振幅に依存した非線形性を有する数値解析により再定式化した TV-ARX モデルの妥当性を検証した．  
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1. はじめに 
 
鉄道橋上桁端付近に建植された電柱は列車通過時の桁

たわみ振動により線路平行方向に大きく振動する場合が

ある 1)．この振動は，列車通過に伴い生じる橋りょう振

動の卓越振動数と橋りょう上電柱の固有振動数が近接す

る共振現象に起因する． 
桁たわみ振動による電柱の過大な振動時には，電柱が

支持する電車線による拘束が発生するため，電車線に局

所的な曲げモーメントに起因するひずみが生じる 2)．こ

のひずみが繰返し発生すると電車線の破損や破断に至る

場合がある．常本ら 1)は電柱振動が電車線類に与える影

響に着目し，電車線路設備損傷に対する対策要否の判定

フローを提案している．また，例えば電車線の一種であ

る AT 保護線では電柱天端変位が 86mm を超えると電車

線に生じるひずみが急激に大きくなるため，疲労破壊を

防止するために電柱天端の全振幅が 80mm以下となるよ

う制限値を設ける 2)など，基準類の整備が進んでいる． 
電車線による拘束の有無は，電柱にとっては付加ばね

として作用するため，その有無により固有振動は異なる

と考えられる．したがって，拘束発生時の電柱振動は非

線形性を有すると考えられる．しかし，上述した基準類

は橋りょう‐電柱の線形シミュレーションに基づいてお

り，電柱天端変位に依存した電柱振動の非線形性に関す

る検討は十分ではない．電柱の過大な振動時における電

車線への影響を検討，および線形シミュレーションの適

用範囲や基準類の妥当性を検証するうえでも，電柱天端

変位と電車線による拘束に伴う電柱の固有振動数の変化

を明らかにする必要がある． 
電柱の過大な振動時に発生する電車線による拘束に起

因して，電車線のひずみが急激に増大するとともに電柱

の固有振動数は瞬間的に変動すると考えられる．固有振

動数の時間的変動が評価可能な時変システム同定法とし

て，連続ウェーブレット変換 3)や時変時系列モデルによ

る同定法 4)が存在する．連続ウェーブレット変換では，

加振力特性とシステムの特性を分離できないことに加え，

固有振動数の瞬間的な変動評価が難しい 5)ことが知られ

ている．したがって，加振力特性を分離可能で，かつ瞬

間的な固有振動数の変動を評価可能な非線形システム同

定法が必要である． 
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図-1 桁‐電柱モデルの概念図 

 
松岡ら 6), 7)は時変時系列モデルの外生成分としてモー

ド外力化した走行列車荷重を考慮した Time-Varying Auto 
Regressive with eXogenous（TV-ARX）モデルとその階層ベ

イズ推定法による時間‐周波数解析法（Bayesian TV-
ARX 法）を提案し，列車通過時の桁変位からひび割れ

開口による瞬間的な固有振動数の低下を推定している． 
本研究では，橋りょう上電柱の非線形性分析手法を構

築するため，TV-ARX モデルにおける加振力を，電柱に

対する入力である橋りょう変形となるよう再定式化する．

さらに，電車線による拘束を表現するため電柱天端変位

に依存する非線形性を導入した桁‐電柱の数値シミュレ

ーションを利用し，再定式化した橋りょう上電柱振動用

のTV-ARXモデルの妥当性を検証する． 
 
 
2. 検討方法 
 
(1) 橋りょう上電柱振動用TV-ARXモデルの定式化 
電柱の過大な振動時に生じる電車線による拘束により瞬

間的に変動する電柱の固有振動数を同定するため，橋りょう

の変形を加振力として応答する橋りょう上電柱振動用の TV-
ARX モデルを定式化する． なお，当該モデルは電柱および

桁変位の時系列データが既知のとき，電柱の固有振動数を

推定するものである． 
a) 桁の回転角加振を受ける１自由度電柱振動 

桁の回転角加振により線路平行方向に振動する桁端付近

に建植された電柱を 1 自由度，桁を数自由度とするときの電

柱の運動方程式を導出する．導出は文献2)に詳しいが，次項

に示す定式化を考えるうえで必要となる式や仮定が存在する

ため，その概要を以下に説明する． 
図-1 に単純梁の桁端に電柱が建植された桁‐電柱モデル

の概念図を示す．ここで，桁および電柱の振動モード付近

に近接したモードがないと仮定する．桁について，径間

長𝐿𝐿𝑏𝑏，単位長質量𝑚𝑚𝑏𝑏，曲げ剛性𝐸𝐸𝐼𝐼𝑏𝑏，モード減衰比𝜉𝜉𝑏𝑏
とし，地点𝑥𝑥における時点𝑡𝑡の変位を𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)と表す．ま

た，電柱について，高さ𝐿𝐿𝑝𝑝，単位長質量𝑚𝑚𝑝𝑝，曲げ剛性

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑝𝑝，モード減衰比𝜉𝜉𝑝𝑝とし，高さ𝑦𝑦における時点𝑡𝑡の剛体

変位を𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)，曲げ変位を𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)，高さ𝑦𝑦における

時点𝑡𝑡の電柱の変位は剛体変位と曲げ変位を合わせた

𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑦𝑦, 𝑡𝑡) + 𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)と表す． 
 桁変位，電柱曲げ変位をそれぞれ式(1)および式(2)の
ようにモード座標系 8)に分解する． 

𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)
𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (1) 

𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = � 𝜙𝜙𝑝𝑝,𝑚𝑚(𝑦𝑦)𝜓𝜓𝑝𝑝,𝑚𝑚(𝑡𝑡)
𝑁𝑁𝑝𝑝

𝑚𝑚=1
 (2) 

電柱が桁のモード形𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑥𝑥)に及ぼす影響を無視でき

ると仮定すると，桁のモード形は正弦波となる．また，

電柱剛体変位は桁たわみ角により発生するため，桁モー

ド変位𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)の関数となり，式(3)となる． 

𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝑦𝑦�
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)

𝐿𝐿𝑏𝑏
cos(

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑏𝑏

)
𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (3) 

桁端(𝑥𝑥 = 0)の電柱では，電柱天端(𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑝𝑝 )の剛体変位

𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑡𝑡)は式(4)となる． 

𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑡𝑡) =
𝜋𝜋𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿𝑏𝑏

� 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)
𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (4) 

電柱曲げ変位を片持ち梁の振動として考える．電柱に

関する運動方程式を解くと固有円振動数𝜔𝜔𝑝𝑝および最大

値 1 に規格化したモード形𝜙𝜙𝑝𝑝,1(𝑦𝑦)はそれぞれ式(5)およ

び式(6)となる．なお， 𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝は 1.875である 8), 9)． 

𝜔𝜔𝑝𝑝,1 =
�𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝�

2

𝐿𝐿𝑝𝑝2
�
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝
𝑚𝑚𝑝𝑝

 (5) 

𝜙𝜙𝑝𝑝,1(𝑦𝑦)

= −0.5 ��cos�𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝑦𝑦� − cosh�𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝑦𝑦��

+
sin 𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝 − sinh 𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝
cos 𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝 +cosh 𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝐿𝐿𝑝𝑝

�sin(𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝑦𝑦)

− sinh(𝜆𝜆𝑝𝑝,1𝑦𝑦)�� 

(6) 

式(7)に示す電柱の運動方程式をモード座標系に変換

すると式(8)となる．ただし式中の𝑚𝑚𝑝𝑝,1，𝑐𝑐𝑝𝑝,1，𝑘𝑘𝑝𝑝,1はそ

れぞれ電柱 1次モードのモード質量，モード減衰，モー

ド剛性， 𝜉𝜉𝑝𝑝,1は電柱 1次モードのモード減衰比である． 

𝑚𝑚𝑝𝑝
𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝
𝜕𝜕4𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑦𝑦4

= −𝑚𝑚𝑝𝑝𝐿𝐿𝑝𝑝
𝜕𝜕2𝑤𝑤𝑝𝑝1(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2
 

(7) 

𝑚𝑚𝑝𝑝,1𝜓̈𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡) + 𝑐𝑐𝑝𝑝,1𝜓̇𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘𝑝𝑝,1𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡)

= −1.2𝜋𝜋𝑚𝑚𝑝𝑝,1
𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿𝑏𝑏
� 𝑛𝑛𝜓̈𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)

𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (8) 

𝑚𝑚𝑝𝑝,1 = � 𝑚𝑚𝑝𝑝 ∙ 𝜙𝜙𝑝𝑝,1
2 (𝑦𝑦)

𝐿𝐿𝑝𝑝

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈ 0.25𝑚𝑚𝑝𝑝𝐿𝐿𝑝𝑝 (9) 

𝑐𝑐𝑝𝑝,1 = 2𝜉𝜉𝑝𝑝,1𝜔𝜔𝑝𝑝,1𝑚𝑚𝑝𝑝,1 (10) 
𝑘𝑘𝑝𝑝,1 = 𝜔𝜔𝑝𝑝,1

2 𝑚𝑚𝑝𝑝,1 (11) 

桁変位：

剛体変位

曲げ変位

電柱変位
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b) TV-ARXモデル 
電柱天端（𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑝𝑝）の応答として 1次モード（𝑁𝑁𝑝𝑝 = 1）のみ

に縮減すれば，式(6)に示すモード形は最大値である 1となる

ため，式(2)に示す電柱曲げ変位は式(12)となる． 
𝑤𝑤𝑝𝑝2(𝑡𝑡) = 1 ∙ 𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡) (12) 

式(4)および式(12)より電柱天端の剛体モード変位𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡)は
式(13)となる． 

𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡) = 𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡) −
𝜋𝜋𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿𝑏𝑏

� 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)
𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (13) 

式(1)で示される桁変位について，𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑟𝑟
−1(𝑥𝑥)𝑀𝑀𝑏𝑏を左から乗

じる．ここで，𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑟𝑟(𝑥𝑥)は地点𝑥𝑥における桁の𝑟𝑟次モード

のモード形，𝑀𝑀𝑏𝑏は桁質量(𝑚𝑚𝑏𝑏𝐿𝐿𝑏𝑏)である． 

𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑟𝑟
−1(𝑥𝑥)𝑀𝑀𝑏𝑏𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

= � 𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑟𝑟
−1(𝑥𝑥)𝑀𝑀𝑏𝑏𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡)

𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 

(14) 

𝑛𝑛 ≠ 𝑟𝑟のとき直交性 10)より𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑟𝑟
−1(𝑥𝑥)𝑀𝑀𝑏𝑏𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 0，𝑛𝑛 =

𝑟𝑟のとき𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛
−1 (𝑥𝑥)𝑀𝑀𝑏𝑏𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑀𝑀𝑏𝑏,𝑛𝑛となる．ここで𝑀𝑀𝑏𝑏,𝑛𝑛

は桁のモード質量であり，2.(1)a)より桁のモード形は正

弦波とするため式(15)となる． 

𝑀𝑀𝑏𝑏,𝑛𝑛 = � 𝑚𝑚𝑏𝑏𝜙𝜙𝑏𝑏,𝑛𝑛
2 (𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑏𝑏

0
=
𝑚𝑚𝑏𝑏𝐿𝐿𝑏𝑏

2
 (15) 

式(14)および式(15)より，桁のモード変位は式(16)となる． 

𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑛𝑛(𝑡𝑡) =
2

sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝐿𝐿𝑏𝑏⁄ )𝑤𝑤𝑏𝑏
(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (16) 

式(8)に示す電柱の運動方程式について，桁変位および

電柱天端変位が入力できるように式(13)および式(16)を代入

し，等間隔∆で時刻𝑡𝑡について中央差分により離散化すると

式(17)を得る．ここで，桁の同一地点（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐(0 < 𝐿𝐿𝑐𝑐 <
𝐿𝐿𝑏𝑏)）での計測データの使用を仮定すると𝑥𝑥は定数とし

て扱えるため，𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)と表記される． 

𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡 + ∆) �
𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
�

+ 𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡) �
−2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+ 𝑘𝑘𝑝𝑝,1�

+ 𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡 − ∆) �
𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
−
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
�

= 𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + ∆)

∙ �𝐷𝐷𝑛𝑛 �
−0.2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
��

+ 𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)

∙ �𝐷𝐷𝑛𝑛 �
−2�−0.2𝑚𝑚𝑝𝑝,1�

∆2

+ 𝑘𝑘𝑝𝑝,1�� + 𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 − ∆)

∙ �𝐷𝐷𝑛𝑛 �
−0.2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
−𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
�� 

(17) 

𝐷𝐷𝑛𝑛 =
𝜋𝜋𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿𝑏𝑏

� 𝑛𝑛
2

sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝐿𝐿𝑐𝑐 𝐿𝐿𝑏𝑏⁄ )

𝑁𝑁𝑏𝑏

𝑛𝑛=1
 (18) 

時刻𝑡𝑡について，𝑡𝑡 + ∆= 𝑚𝑚∆となる離散時点𝑚𝑚(𝑚𝑚 =
1, … , M)，および観測ノイズ𝜖𝜖𝑚𝑚を導入する．さらに，固

有振動数の時間的な変動を許容するため，自己相関

（AR）係数がランダムウォーク過程に従うと仮定し，

𝑤𝑤𝑡𝑡+∆について整理すれば，式(19)および式(20)に示す桁

の回転角加振を受ける橋りょう上電柱振動用の TV-ARX
モデルが導出される． 

𝑤𝑤𝑚𝑚 = 𝑨𝑨𝒎𝒎 ∙ 𝜶𝜶 + 𝑾𝑾𝒎𝒎 ∙ 𝜷𝜷𝒎𝒎 + 𝜖𝜖𝑚𝑚 (19) 
𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏 = 𝜷𝜷𝒎𝒎 + 𝒗𝒗𝒎𝒎
(𝑚𝑚 = 1, … , M − 1) (20) 

ここで， 
𝑤𝑤𝑚𝑚 = 𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑚𝑚∆) (21) 

𝑨𝑨𝒎𝒎
= �𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑚𝑚∆) 𝑤𝑤𝑏𝑏�(𝑚𝑚 − 1)∆� 𝑤𝑤𝑏𝑏�(𝑚𝑚 − 2)∆�� (22) 

𝜶𝜶 = �
𝛼𝛼1
𝛼𝛼2
𝛼𝛼3
� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝐷𝐷𝑛𝑛 �−

0.2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
� 𝛾𝛾�

𝐷𝐷𝑛𝑛 �
0.4𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+ 𝑘𝑘𝑝𝑝,1� 𝛾𝛾�

−𝐷𝐷𝑛𝑛 �
0.2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
� 𝛾𝛾� ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (23) 

𝑾𝑾𝒎𝒎 = �𝑤𝑤𝑝𝑝�(𝑚𝑚 − 1)∆� 𝑤𝑤𝑝𝑝�(𝑚𝑚 − 2)∆�� (24) 

𝜷𝜷𝒎𝒎 = �
𝛽𝛽1,𝑚𝑚
𝛽𝛽2,𝑚𝑚

� = �
�

2𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
− 𝑘𝑘𝑝𝑝,1� 𝛾𝛾�

�−
𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
� 𝛾𝛾�

� (25) 

𝛾𝛾 =
𝑚𝑚𝑝𝑝,1

∆2
+
𝑐𝑐𝑝𝑝,1

2∆
 (26) 

𝜖𝜖𝑚𝑚~𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜖𝜖2) (27) 
𝒗𝒗𝒎𝒎~𝑁𝑁(𝟎𝟎,𝚺𝚺𝒗𝒗) (28) 

𝜖𝜖𝑚𝑚と𝒗𝒗𝒎𝒎は互いに独立，𝑁𝑁(𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀, 𝐒𝐒𝐒𝐒𝐒𝐒)は平均ベクトル

𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀𝐀，分散行列𝐒𝐒𝐒𝐒𝐒𝐒の多変量正規分布である．なお，

𝑤𝑤𝑚𝑚は時点𝑚𝑚の電柱天端変位応答，𝑨𝑨𝒎𝒎𝜶𝜶は時点𝑚𝑚と時点

𝑚𝑚 − 1および時点𝑚𝑚 − 2の外生成分（𝑨𝑨𝒎𝒎は桁変位応答

ベクトル），𝑾𝑾𝒎𝒎は時点𝑚𝑚 − 1と時点𝑚𝑚 − 2の電柱天端

変位応答ベクトル，𝜷𝜷𝒎𝒎は時点𝑚𝑚 − 1と時点𝑚𝑚 − 2の電

柱天端変位応答の AR 係数を要素に持つ時変 AR 係数ベ

クトル，𝜖𝜖𝑚𝑚は観測ノイズ，𝒗𝒗𝒎𝒎はランダムウォーク過程

におけるシステムノイズである． 
時点𝑚𝑚における瞬間固有振動数𝑓𝑓𝑚𝑚は式(29)に示す特性

方程式を満たす極𝜆𝜆 = 𝜆̃𝜆を用いて，式(30)で算出できる 11)． 
�𝜆𝜆2 − 𝜆𝜆𝛽𝛽1,𝑚𝑚 − 𝛽𝛽2,𝑚𝑚� = 0 (29) 

𝑓𝑓𝑚𝑚 =
1

2𝜋𝜋∆
�Re�ln�𝜆̃𝜆��2 + Im�ln�𝜆̃𝜆��2 (30) 

ここで，Re{ }および Im{ }はそれぞれ複素数の実部と虚

部である．縦軸に振動数，横軸に時間を取った 2次元分

布はエネルギーマップと呼ばれ，時間周波数分析で一般

的に利用される 11)．TV-ARXモデルでは式(31)より算出で

きる． 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑓𝑓,𝑚𝑚

=
𝜎𝜎𝜖𝜖2

�1 − 𝛽𝛽1,𝑚𝑚 exp(−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋) − 𝛽𝛽2,𝑚𝑚 exp(−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋)�2
 

(31) 

�−
1

2∆
≤ 𝑓𝑓 ≤

1
2∆
� 

 

(2) 階層ベイズ推定法によるパラメータ推定 

 式(19)および式(20)に示す再定式化した橋りょう上電柱

振動用のTV-ARXモデルのパラメータを推定する手法と

して，鉄道橋に対して適用事例が存在する，走行列車荷
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重を加振力特性として考慮したTV-ARXモデルのパラメ

ータ推定法 6), 7)と同様に，階層ベイズ推定法を用いる． 
未知パラメータを𝛉𝛉 = [𝜷𝜷𝟏𝟏, … ,𝜷𝜷𝐌𝐌,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶]，列車通

過時の電柱天端変位応答の観測データを𝐰𝐰� =
[w�1, … , w�M]とし，確率変数𝛉𝛉は，事前分布π(𝛉𝛉)に従う

とする．観測データ𝐰𝐰�が得られたとき，未知パラメータ

ベクトル𝛉𝛉の事後分布π(𝛉𝛉|𝐰𝐰�)はベイズの定理より式(32)
となる． 

π(𝛉𝛉|𝐰𝐰�) ∝ ℒ(𝐰𝐰�|𝛉𝛉)π(𝛉𝛉) (32) 
式(32)の右辺の事前分布は式(33)となる． 
π(𝛉𝛉)

= π(𝜎𝜎𝜖𝜖)π(𝛂𝛂)π(𝚺𝚺𝒗𝒗)� π(𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏|𝜷𝜷𝒎𝒎,𝚺𝚺𝒗𝒗)
M−1

𝑚𝑚=0
 (33) 

式(32)の右辺の尤度は，未知パラメータ𝛉𝛉がある値𝛉𝛉� =
[𝜷𝜷�𝟏𝟏, … ,𝜷𝜷�𝐌𝐌,𝜎𝜎�𝜖𝜖,𝚺𝚺�𝒗𝒗,𝜶𝜶�]で与えられたときの，観測データ

𝐰𝐰�の生起確率であり，式(34)および式(35)で与えられる． 
ℒ(𝐰𝐰��𝛉𝛉�)

=
1

2𝜋𝜋�𝜎𝜎�𝜖𝜖2
� exp �−

(w�m − w�m)2

2𝜎𝜎�𝜖𝜖2
�

M

𝑚𝑚=1
 (34) 

𝑤𝑤�𝑚𝑚 = 𝑨𝑨𝒎𝒎𝜶𝜶� + 𝑾𝑾𝒎𝒎𝜷𝜷�𝒎𝒎 (35) 
階層化された未知パラメータ𝚺𝚺𝒗𝒗の観点では，𝐁𝐁 =
[𝜷𝜷𝟏𝟏, … ,𝜷𝜷𝐌𝐌]は一般的なベイズ推計の観測値と等しいた

め，行列𝚺𝚺�𝒗𝒗を与件とした尤度ℒ(𝐁𝐁|𝚺𝚺�𝒗𝒗)は式(36)となる 12)．． 

ℒ(𝐁𝐁|𝚺𝚺�𝒗𝒗) =
1

2𝜋𝜋�|𝚺𝚺�𝒗𝒗|

∙� exp �−
1
2

(𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏

M−1

𝑚𝑚=1

− 𝜷𝜷𝒎𝒎)𝐓𝐓𝚺𝚺�𝒗𝒗
−1(𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏 − 𝜷𝜷𝒎𝒎)� 

(36) 

未知パラメータ𝛉𝛉 = [𝜷𝜷𝟏𝟏, … ,𝜷𝜷𝐌𝐌,𝜎𝜎𝜖𝜖,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶]に共役事前

分布（多変量正規分布𝑁𝑁，逆ウィシャート分布𝐼𝐼𝐼𝐼）を

設定すれば，条件付き事後分布は解析的に計算される． 
 尤度と事前分布を式(32)に代入すれば事後分布π(𝛉𝛉|𝐰𝐰�)
となる．これを推定するため条件付き事後分布に分割し

ギブスサンプリングを適用する．条件付き事後分布は，

π(𝐁𝐁−𝟏𝟏|𝜷𝜷𝟏𝟏,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�) ， π(𝜷𝜷𝟏𝟏|𝐁𝐁−𝟏𝟏,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�) ，

π(𝜎𝜎𝜖𝜖|𝐁𝐁,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)，およびπ(𝚺𝚺𝒗𝒗|𝐁𝐁,𝜎𝜎𝜖𝜖,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)である．𝐁𝐁−𝟏𝟏
は𝐁𝐁のうち𝜷𝜷𝟏𝟏を除いたパラメータ集合を意味する．𝜷𝜷𝟏𝟏，
𝜎𝜎𝜖𝜖および𝚺𝚺𝒗𝒗の条件付き事後分布は共役性の仮定により

式(37)から式(39)となる 13)． 
𝜷𝜷𝟏𝟏~𝑁𝑁�𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷,𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷� (37) 
𝜎𝜎𝜖𝜖2~𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜎𝜎𝜖𝜖12 , 𝑣𝑣𝜖𝜖1, M) (38) 

𝚺𝚺𝒗𝒗~𝐼𝐼𝐼𝐼(𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗, 𝑣𝑣𝑣𝑣1, M − 1) (39) 
なお，𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷，𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷，𝜎𝜎𝜖𝜖12 ，𝑣𝑣𝜖𝜖1，𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗および𝑣𝑣𝑣𝑣1は事前分布

と尤度からベイズの定理により算出される．事前分布の

パラメータは，𝜷𝜷𝟎𝟎，𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷，𝜎𝜎𝜖𝜖02 ，𝑣𝑣𝜖𝜖0，𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗および𝑣𝑣𝑣𝑣0であ

る．これらの詳細は付録Ⅰに示す．また，𝜶𝜶は式(40)か
ら式(42)により代数的に計算される． 

𝜶𝜶 = (𝚲𝚲𝐓𝐓𝚲𝚲)−𝟏𝟏𝚲𝚲𝐓𝐓𝐖𝐖𝜶𝜶 (40) 
𝚲𝚲 = �𝐀𝐀𝟏𝟏𝐓𝐓 , … ,𝐀𝐀𝐌𝐌−𝟏𝟏𝐓𝐓 � (41) 

𝐖𝐖𝜶𝜶 = [𝐰𝐰�𝟐𝟐 −𝐖𝐖𝟐𝟐𝜷𝜷𝟐𝟐, … ,𝐰𝐰�𝐌𝐌 −𝐖𝐖𝐌𝐌𝜷𝜷𝐌𝐌] (42) 

表-1 桁の諸元 
桁長さ𝐿𝐿𝑏𝑏[m] 21.1 

単位長質量𝑚𝑚𝑏𝑏[kg m⁄ ] 15,200 
モード減衰比𝜉𝜉𝑝𝑝 0.02 
固有振動数𝑓𝑓𝑏𝑏[Hz] 4.90 

 
表-2 電柱の諸元 

電柱高さ𝐿𝐿𝑝𝑝[m] 10 
モード質量𝑚𝑚𝑝𝑝,1[kg] 295 
モード減衰比𝜉𝜉𝑝𝑝 0.02 
固有振動数𝑓𝑓𝑝𝑝[Hz] 2.67 

 
表-3 列車の諸元 

車両長さ𝐿𝐿𝑡𝑡[m]×編成数[両] 25×12 
列車速度𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟[km h⁄ ] 240 

 
条件付き事後分布π(𝐁𝐁−𝟏𝟏|𝜷𝜷𝟏𝟏,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)のサンプリン

グは計算効率の高い DK スムーザ 14)を用いる．DK スム

ーザの詳細は文献 6), 14)を参照されたい． 

 
 
3. 数値解析による検証 
 
(1) 検証用の数値シミュレーション 

  2.(1)で再定式化した橋りょう上電柱振動用の TV-ARX モ

デルの妥当性を検証するため，数値シミュレーションによるテ

スト波形を作成する．現状の基準類を提案する際に用いられ

た移動荷重を受ける桁‐電柱モデル（Moving Load Model，以
下 MLM と称する）1), 2)について，電車線による拘束を表現す

るため，電柱の剛性に対して電柱天端変位に依存する非線

形性を導入する．文献 1),2)にて MLM は桁端に建植された電

柱の列車通過時の線路平行方向振動を精度よく計算できる

ことが確認されている．MLM の詳細は付録Ⅱを参照された

い．  
a) 剛性上昇率の導入 
電柱の過大な振動時に発生する電車線による拘束を再現

するために，MLM 内の電柱のモード剛性𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑡𝑡)について，

式(43)および式(44)より電柱天端変位に応じた条件で場合分

けすることで非線形性を導入する． 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑡𝑡)

= �
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0 ∙ �1 + ∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0⁄ �      
�|𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡)| <   𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�
�|𝑤𝑤𝑝𝑝(𝑡𝑡)| ≥   𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�

 (43) 

∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0⁄ = 𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(�𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡) − 𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�) (44) 
ここで，𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0は電車線による拘束が発生しない場合における

電柱のモード剛性，𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡)は電柱天端曲げ変位である．

𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙は制限値（電車線による拘束が生じ始める電柱天端の

片側変位），𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅は剛性上昇率の大きさを決定する係数で

ある．また，1 + ∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0⁄ は剛性上昇率である．   
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b) テスト波形の作成 
 数値シミュレーションに用いる桁の諸元を表-1，電柱

の諸元を表-2，および通過列車の諸元を表-3に示す． 
制限値𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙は現状の基準類 2)に従い 40mm とした．また，

実営業線における電車線による拘束に関する検討事例が

ないため，剛性上昇率の大きさを決定する係数𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅は
実現象における剛性上昇を想定した 0.00（電車線拘束な

し）と 0.01，0.02，0.03（電車線拘束あり）の 4種類とす

る．  
 
(2) TV-ARXモデルの設定 

2.(1)で再定式化した橋りょう上電柱振動用の TV-ARX
モデルを3.(1)で作成した数値シミュレーションによるテ

スト波形に適用する．本研究では階層ベイズ推定法によ

りパラメータ推定する際のサンプリング回数𝑛𝑛は，バー

ンイン回数𝑛𝑛 =1,000 回と記録回数𝑛𝑛 =3,000 回で計 4,000
回とする．事前分布のパラメータは，𝜷𝜷𝟎𝟎 = [𝛽𝛽1,𝛽𝛽2]を 
[1.966,-0.9938]とした．また，𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷は対角成分および非対

角成分をそれぞれ0.00012および 0 とする最大 AR 次数

の正方行列（2 × 2行列），𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗は対角成分を8.0 ×
10−2, 2.0 × 10−8，非対角成分を0とする最大AR次数の

正方行列（2 × 2行列），𝜎𝜎𝜖𝜖02 は8.0 × 10−5，𝐯𝐯𝒗𝒗𝒗𝒗および

𝐯𝐯𝝐𝝐𝝐𝝐はともにMとした．各変数は付録Ⅰを参照されたい． 
推定結果について，剛性上昇率の大きさを決定する係数

𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅が 0.00（電車線拘束なし）の場合を図-2，0.01，
0.02，0.03（電車線拘束あり）の場合をそれぞれ図-3 か

ら図-5 に示す．図中の(ア)，(イ)，(ウ)のグラフの解説は

以下の通りである． 
(ア) 入力する電柱天端変位𝑾𝑾𝒎𝒎を青色の実線，推定し

た電柱天端変位𝑤𝑤𝑚𝑚を赤色の破線，および制限値

𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙40mmを黒色の一点鎖線で示す． 
(イ) 数値シミュレーションにより算出した剛性上昇

率を青色の実線で示す． 
(ウ) 式(30)より算出する瞬間固有振動数𝑓𝑓𝑚𝑚を赤色の実

線，式(31)より算出する瞬間パワースペクトル

（PSD）をグラデーションで示す． 
以下，(3)において剛性上昇率と瞬間固有振動数のグ

ラフ形状を比較，(4)において剛性上昇率と瞬間固有振

動数の最大値を比較，(5)において非線形性が生じる時

点を検討することで，再定式化した橋りょう上電柱振動

用のTV-ARXモデルの妥当性を検証する． 
 
(3) 推定結果Ⅰ：固有振動数と剛性上昇率 

剛性上昇率の大きさを決定する係数𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅に関わらず

（イ）剛性上昇率と（ウ）瞬間固有振動数のグラフ形状

は概ね一致する．𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅が 0.00（電車線拘束なし）と

𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅が 0.01，0.02，0.03（電車線拘束あり）における

（ウ）瞬間固有振動数を比較すると，𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅が 0.00 では

大きな変動がなく，その他の場合は 3.2～5.0 秒辺りで変

動が確認できる．したがって，再定式化した橋りょう上電

柱振動用の TV-ARX モデルは瞬間的な固有振動数の変動

を捉えることが可能であり，推定結果から電車線による拘束

の 

 

図-2 推定結果（線形：𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 0.00） 
 

 

図-3 推定結果（非線形：𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 0.01） 
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図-4 推定結果（非線形：𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 0.02） 
 

 

図-5 推定結果（非線形：𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 0.03） 
 
の有無が判断できることが明らかとなった． 
𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅が 0.00 の場合，もしくは電柱天端変位が制限値

𝐷𝐷𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 40mmを超えない領域では式(43)および式(44)より剛性

上昇が生じないため，推定した電柱の瞬間固有振動数は 

表-4 剛性上昇率の比較と相対誤差 

𝐾𝐾𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  (1 +
∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0

)max �
𝑓𝑓𝑝𝑝 max
′

𝑓𝑓𝑝𝑝
�
2

 相対誤差(%) 

0.01 1.07 1.05 -1.87 
0.02 1.13 1.11 -1.77 
0.03 1.18 1.15 -2.54 

 
2.67Hz で時間に依らず一定となる．しかし，再定式化した橋り

ょう上電柱振動用の TV-ARX モデルで推定した（ウ）瞬間固

有振動数は 2.67Hz付近を示すものの完全な直線を示してお

らず，特に列車通過（0.0～4.5 秒）区間において不規則に微

小な上下を繰り返している．これはパラメータ推定にて外生

成分（𝑨𝑨𝒎𝒎𝜶𝜶）が影響している他，非線形性が生じる領域で瞬

間的な固有振動数の変動を捉えられるようにAR係数のラン

ダムウォーク過程におけるシステムノイズ𝒗𝒗𝒎𝒎の分散𝚺𝚺𝒗𝒗
の事前分布を設定したことに起因すると推測する．  
 
(4) 推定結果Ⅱ：固有振動数の最大値 

 時点𝑚𝑚において，数値シミュレーションよる設定値：剛性上

昇率�1 + ∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0(𝑚𝑚) 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝⁄ �と再定式化した橋りょう上電柱振

動用の TV-ARX モデルよる推定値：推定剛性上昇率

(𝑓𝑓′𝑝𝑝(𝑚𝑚) 𝑓𝑓𝑝𝑝⁄ )2は式(45)より理論的に一致する． 

 �𝑓𝑓𝑝𝑝
′(𝑚𝑚)

𝑓𝑓𝑝𝑝
�
2

= �
��𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝+∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝(𝑚𝑚)� 𝑚𝑚𝑝𝑝�

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝 𝑚𝑚𝑝𝑝⁄
�

2

 

       = 1 +
∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0(𝑚𝑚)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0

 

(45) 

ここで，𝑓𝑓𝑝𝑝′(𝑚𝑚)は時点𝑚𝑚における瞬間的固有振動数，𝑓𝑓𝑝𝑝は剛

性上昇が生じない領域における固有振動数 2.67Hz である．

電柱の過大な振動による電車線への影響は，剛性上昇率が

最大の時点で最も大きくなると予想されるため，剛性上昇率

の最大値(1 + ∆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑝𝑝0⁄ )maxとその時点における推定剛

性上昇率(𝑓𝑓′𝑝𝑝 max 𝑓𝑓𝑝𝑝⁄ )2を比較し，両者の差を相対誤差

で評価する．表-4 に剛性上昇率の最大値とその時点にお

ける推定剛性上昇率，および相対誤差を示す．相対誤差の

大きさは 1～3%程度であり，推定結果の最大値は概ね妥当

であることが確認された． 
 
(5) 推定結果Ⅲ：非線形性が始まる時点の推定 

 図-2から図-5に（イ）剛性上昇率が 1を超える時点ご

とに灰色の破線を記載した．破線を記載した区間が非線

形性を有する領域であり，（ウ）瞬間固有振動数は瞬間

的に上昇する時点と概ね一致する．したがって，推定結

果から非線形性が生じるおおよその領域が把握でき，ま

た，線形と非線形領域の境界となる制限値の特定が可能

であることが示唆された．しかし電柱天端変位と制限値

の差が極わずかで瞬間固有振動数の上昇幅が微小な場合

は，3.(3)に記載した不規則で微小な上下との判別が難し

い現状である． 
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4. おわりに 

 
 本研究では，列車通過時の桁たわみ振動により線路平

行方向に大きく振動することで電車線による拘束を受け

る橋りょう上桁端付近に建植された電柱の瞬間的な剛性

上昇を評価するため，桁変形が加振力となるよう TV-
ARX モデルを再定式化した．以下に得られた結果を示

す． 
・ 数値シミュレーションより算出する剛性上昇率と

再定式化した橋りょう上電柱振動用の TV-ARX モ

デルより推定された瞬間固有振動数の変動は概ね

一致したため，提案モデルは瞬間的な固有振動数

の変動が捉えられること，電車線による拘束の有

無が判断できることが明らかとなった． 
・ 剛性上昇率が最大となる時点における瞬間固有振

動数の推定値は相対誤差-1～-3%程度であり，妥当

な値であることが確認された． 
・ 非線形性が生じる領域および線形と非線形性領域

の境界となる制限値の特定が可能であることが示

唆された． 
 実測データに本研究で再定式化した橋りょう上電柱振

動用のTV-ARXモデルを適用することで，検討対象の電

柱における非線形性の有無，推定した瞬間固有振動数か

ら電車線による拘束力およびその影響を推測する．そし

て，特定した制限値から線形シミュレーションの適用範

囲や現状の基準類の妥当性を検証することが今後の課題

である． 
 
 
付録Ⅰ 共役事前分布と事後分布 
未知パラメータ𝛉𝛉 = [𝜷𝜷𝟏𝟏, … ,𝜷𝜷𝐌𝐌,𝜎𝜎𝜖𝜖,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶]の事前確率

密度関数π(𝛉𝛉)はそれぞれ以下の通りである． 
𝜋𝜋(𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏) = 𝑁𝑁(𝜷𝜷𝒎𝒎,𝚺𝚺𝒗𝒗)

(𝑚𝑚 = 1, … , M − 1)          (I.1) 

𝜋𝜋(𝜷𝜷𝟏𝟏) = 𝑁𝑁�𝜷𝜷𝐌𝐌,𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷� (I.2) 
𝜋𝜋(𝜎𝜎𝜖𝜖2) = 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝜎𝜎𝜖𝜖02 , 𝑣𝑣𝜖𝜖0, M) (I.3) 

𝜋𝜋(𝚺𝚺𝒗𝒗) = 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗, 𝑣𝑣𝑣𝑣0, M − 1) (I.4) 
ここで，𝐼𝐼𝐼𝐼はウィシャート分布𝑊𝑊の逆数が従う分布で

ある．𝑀𝑀0個の確率変数が従う自由度𝑣𝑣0，分散共分散行

列𝚺𝚺𝟎𝟎のウィシャート分布の確率密度関数は， 
𝑊𝑊(𝚺𝚺−𝟏𝟏|𝚺𝚺𝟎𝟎, 𝑣𝑣0,𝑀𝑀0)

= Ψ−1|𝚺𝚺−𝟏𝟏|
𝑣𝑣0−𝑀𝑀0−1

2 exp �−
Tr�𝚺𝚺𝟎𝟎−𝟏𝟏𝚺𝚺−𝟏𝟏�

2
� (I.5) 

と定義される 13), 15)．なお， 
Ψ = 

2
𝑀𝑀0𝑣𝑣0
2 𝜋𝜋

𝑀𝑀0(𝑀𝑀0−1)
4 |𝚺𝚺𝟎𝟎|

𝑀𝑀0
2 � Γ�

𝑣𝑣0 −𝑚𝑚0 + 1
2

�
𝑀𝑀0

𝑚𝑚0=1
 

(I.6) 

である．また式(I.5)中のTr( )は行列のトレースを，式

(I.6)中のΓ( )はガンマ関数をそれぞれ示す． 

 𝜷𝜷𝟏𝟏をサンプリングする条件付き事後確率密度関数

π(𝜷𝜷𝟏𝟏|𝐁𝐁−𝟏𝟏,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)は𝜷𝜷𝟏𝟏~𝑁𝑁�𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷 ,𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷�であり，ベイ

ズの定理より𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷および𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷は以下となる 13)． 

𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷𝜷 = 𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷 �𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷−𝟏𝟏𝜷𝜷𝟎𝟎 +
𝐖𝐖𝐓𝐓𝐖𝐖𝜷𝜷

𝜎𝜎𝜖𝜖2
� (I.7) 

𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷−𝟏𝟏 = 𝚺𝚺𝜷𝜷𝜷𝜷−𝟏𝟏 +
𝐖𝐖𝐓𝐓𝐖𝐖
𝜎𝜎𝜖𝜖2

 (I.8) 

𝐖𝐖 = �w�2, … , w�m−1, … , w�M−1
w�1, … , w�m−2, … , w�M−2

�
T
 (I.9) 

𝐖𝐖𝜷𝜷 = 
[w�1 − 𝐀𝐀𝟏𝟏𝜶𝜶 −𝐖𝐖𝟏𝟏𝜷𝜷𝟏𝟏, … , w�M − 𝐀𝐀𝐌𝐌𝜶𝜶 −𝐖𝐖𝐌𝐌𝜷𝜷𝐌𝐌] (I.10) 

 𝜎𝜎𝜖𝜖をサンプリングする条件付き事後確率密度関数

π(𝜎𝜎𝜖𝜖|𝐁𝐁,𝚺𝚺𝒗𝒗,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)は式(38)であり，ベイズの定理より𝜎𝜎𝜖𝜖12

および𝑣𝑣𝜖𝜖1は以下となる． 

𝜎𝜎𝜖𝜖12 = 𝜎𝜎𝜖𝜖02 + � (w�m − 𝐀𝐀𝒎𝒎𝜶𝜶 + 𝐖𝐖𝒎𝒎𝜷𝜷𝒎𝒎)2
M

𝑚𝑚=1
 (I.11) 

𝑣𝑣𝜖𝜖1 = 𝑣𝑣𝜖𝜖0 + M (I.12) 
 𝚺𝚺𝒗𝒗をサンプリングする条件付き事後確率密度関数

π(𝚺𝚺𝒗𝒗|𝐁𝐁,𝜎𝜎𝜖𝜖 ,𝜶𝜶,𝐰𝐰�)は式(39)であり，ベイズの定理より𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗
および𝑣𝑣𝑣𝑣1は以下となる． 
𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗 

= 𝚺𝚺𝒗𝒗𝒗𝒗 + � (𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏 − 𝜷𝜷𝒎𝒎)(𝜷𝜷𝒎𝒎+𝟏𝟏 − 𝜷𝜷𝒎𝒎)T
M−1

𝑚𝑚=1
 (I.13) 

𝑣𝑣𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣𝑣𝑣0 + M − 1 (I.14) 
 
 
付録Ⅱ 移動荷重を受ける桁-電柱モデル 
 状態変数𝛙𝛙(𝑡𝑡)を式(II.1)とするとき，通過列車と同じ車軸配

置を有する集中荷重列が電柱共振速度で走行する際の桁，

電柱の運動方程式から導出されるモデル（Moving Load 
Model）は式(II.2)で示される．ただし，式中の𝐻𝐻( )は式(II.4)に
示されるヘビサイト関数であり，diag( )は括弧内を対角要素と

した対角行列である．なお，導出は文献 2)を参照されたい． 

𝛙𝛙(𝑡𝑡) =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝜓𝜓𝑝𝑝,1(𝑡𝑡)
𝜓𝜓𝑏𝑏,1(𝑡𝑡)

⋮
𝜓𝜓𝑏𝑏,𝑁𝑁𝑏𝑏(𝑡𝑡)⎦

⎥
⎥
⎤
 (II.1) 

�𝑚𝑚𝑝𝑝,1 𝐁𝐁T𝑚𝑚𝑝𝑝,1
0 𝐌𝐌𝐛𝐛

� 𝛙̈𝛙(𝑡𝑡) + �
𝑐𝑐𝑝𝑝,1 𝟎𝟎

−𝐁𝐁𝑐𝑐𝑝𝑝,1 𝐂𝐂𝐛𝐛
� 𝛙̇𝛙(𝑡𝑡)

+ �
𝑘𝑘𝑝𝑝,1 𝟎𝟎

−𝐁𝐁𝑘𝑘𝑝𝑝,1 𝐊𝐊𝐛𝐛
�𝛙𝛙(𝑡𝑡) = �0𝐅𝐅� 

(II.2) 

ここで， 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = �
𝐹𝐹1
⋮
𝐹𝐹𝑁𝑁𝑏𝑏

� 

(II.3) 
𝐹𝐹𝑛𝑛 = � sin�

𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑤𝑤 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)
𝐿𝐿𝑏𝑏

�
𝐶𝐶𝑤𝑤

𝑤𝑤=1
�𝐻𝐻 �𝑡𝑡 +

𝑥𝑥𝑤𝑤
𝑣𝑣
�

− 𝐻𝐻 �𝑡𝑡 +
𝑥𝑥𝑤𝑤 − 𝐿𝐿𝑏𝑏

𝑣𝑣
�� 𝑃𝑃𝑤𝑤 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) = �0   (𝑥𝑥 < 0)
1   (𝑥𝑥 ≥ 0) (II.4) 
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𝐁𝐁 = [𝐵𝐵1 … 𝐵𝐵𝑁𝑁𝑏𝑏]T

𝐵𝐵𝑛𝑛𝑏𝑏 = 1.2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝐿𝐿𝑝𝑝
𝐿𝐿𝑏𝑏

 (II.5) 

𝐌𝐌𝐛𝐛 = diag�𝑚𝑚𝑏𝑏,1, … ,𝑚𝑚𝑏𝑏,𝑁𝑁𝑏𝑏� (II.6) 
𝐂𝐂𝐛𝐛 = diag�𝑐𝑐𝑏𝑏,1, … , 𝑐𝑐𝑏𝑏,𝑁𝑁𝑏𝑏� (II.7) 
𝐊𝐊𝐛𝐛 = diag�𝑘𝑘𝑏𝑏,1, … , 𝑘𝑘𝑏𝑏,𝑁𝑁𝑏𝑏� (II.8) 

式(II.2)に示す MLM に対して，状態空間モデル化して時間

積分を実施することで 1 階微分方程式となり，Runge-Kutta 法
などの一般的な初期値問題に対する解法が利用可能となる．

本研究では Dormand-Prince による陽的 Runge-Kutta(4,5)公式
16)による解法を利用する．当該アルゴリズムは関数 ode45 とし

てMatlabに実装されている 17)． 
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NONLINEAR ANALYSIS METHOD FOR VIBRATION OF RAILWAY POLES  
ON BRIDGES UNDER TRAIN PASSAGES 

 
Tadafumi TAKASE, Kodai MATSUOKA and Kiyoyuki KAITO 

 
Restraints are caused by the wire when the railway pole vibrates significantly under the resonance. This 

study proposes a Time-Varying Auto Regressive eXogenous (TV-ARX) model that clarifies the relation-
ship between the pole displacement and the pole’s natural frequency that increases with restraints of the 
wire. The proposed model is obtained by reformulation of the existing model, such that the bridge defor-
mation is replaced by the excitation force on the pole. The model is validated using a bridge-pole numerical 
simulation. The result shows that the model can accurately estimate the instantaneous increase in the pole’s 
natural frequency and identify the region where nonlinearity occurs.  
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