
論文　パッド減衰が軌道分散特性に及ぼす影響

阿部　和久 1・袴田　翔太 2・紅露　一寛 3

1正会員 新潟大学教授　工学部社会基盤工学プログラム (〒 950-2181 新潟市西区五十嵐二の町 8050 番地）
E-mail: abe@eng.niigata-u.ac.jp (Correponding Author)

2学生員 新潟大学大学院自然科学研究科 (〒 950-2181 新潟市西区五十嵐二の町 8050 番地)
3
正会員 新潟大学教授　工学部社会基盤工学プログラム (〒 950-2181 新潟市西区五十嵐二の町 8050 番地)

E-mail: kouro@eng.niigata-u.ac.jp

軌道パッドとまくらぎ下パッドの減衰が軌道の分散特性に及ぼす影響について検討した．具体的には，複素
Floquet波数平面と周波数とで構成される 3次元空間内で分散曲線を求め，減衰の導入により分布性状が大きく
変化するモードについて調べた．また，パッド類の減衰を周波数に依存しない一定値の loss factorで与えた場合
と，Voigtモデルで表現した場合とを対象に，減衰モデルの違いが分散特性に及ぼす影響についても検討した．
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1. はじめに

軌道系の振動応答の理解は，軌道破壊や振動の低減

策，状態推定に基づく軌道管理などを講ずる上で有用

となる．そのためには，軌道に沿って伝播する波動モー

ドの分散特性を把握することが重要である．分散曲線

は，物体内を伝播する波動モードが存在する波数と周

波数との関係を与える点の集合により構成される．ま

くらぎにより等間隔に離散支持されたロングレールは，

無限周期構造としてモデル化することができる．この

様な周期構造における分散曲線が有する特徴として，如

何なる波動も伝播し得ない周波数帯が無数に存在する

ことが挙げられる 1)．当該の周波数帯をストップバン

ド，逆に波動モードが存在する周波数帯をパスバンド

と呼ぶ．パスバンド内の伝播波動モードは，加振力な

どによって外部からエネルギーを入力しなくても，減

衰することなく無限遠まで伝播するモードとして定義

できる．したがって，当該モードを求める通常の分散

解析では無減衰系が対象となる．

軌道構造における共振周波数や，走行車輪との連成

下で励起され易い波動などの動的基本特性を把握する

上で，分散曲線は不可欠と言ってよい．そのため，国外

の研究者により，軌道系の様な 1次元周期構造のモデル
化と，それに基づいた分散解析事例が多数報告されて

いる．Mead2)は，剛な離散支持点に回転バネが設けら

れた無限長Eulerばりを対象に，動的三連モーメント式
に基づいた伝播モードの固有方程式を導出し，分散解析

を行っている．その結果に基づき，走行荷重と卓越周波

数との関係について議論している．また Tassilly3) は，

質量・曲げ剛性・支持剛性等が周期変動するWinklerば
りを対象に，周期構造を構成する 1ユニット両端点間
に関する伝達行列を導出し，その固有値問題から分散

曲線を求めている．

これらの論文では，周期的なはり構造を検討対象と

してはいるが，必ずしも軌道構造に限定したものとは

なっていない．レールの分散解析を目的としたものとし

ては，Thompson4)の研究が挙げられる．当該論文では

有限要素法を用いた解法を構成している．離散支持条

件とはなっていないものの，レール断面をはりと板要素

で表現し，断面変形も考慮している．その結果，1500
Hz以上の周波数域ではレールの断面変形が顕著となる
ため，当該周波数が通常のはりモデルの適用限界とな

ること等が示されている．軌道を離散支持構造として

モデル化した分散解析例は，Hoskingら 5) によって示

されている．当該論文では伝達行列に関する固有値問

題に基づいた分散解析が行われ，具体例として縦まく

らぎ軌道を対象とした検討結果が示されている．なお，

1964年から 1995年までの間に Southampton大学を中
心に行われた，はりや板，円筒シェル等の周期構造の

分散解析に関する研究について，Mead6)により詳細な

レビューが行われている．

文献 4)を除く上述の論文では，断面の変形効果を無
視したEulerばりモデルが用いられている．なお，Euler
ばりでは，せん断たわみが考慮されていない．そのた

め，高周波数域における波動モードでは，たわみ波長の

レール断面高さに対する比率が比較的小さくなり，その
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結果せん断たわみの影響が無視し得なくなると考えられ

る 7)．そこで，著者らの研究グループ 8)では，レールを

Timoshenkoばりモデルで表現し，せん断たわみ成分を
考慮したはり要素により離散化し，50kgNレールを対
象に分散解析を行った．その結果，500 Hz以上の周波
数域の分散曲線において，EulerばりとTimoshenkoば
りとの差異が顕著になることがわかった．さらに，軌道

の分散曲線は 2種類に分類でき，最低周波数域に位置す
るパスバンド内のモードではまくらぎが大きく振動し，

それより上のパスバンド域の分散曲線ではレール内を

伝播する波動モードが支配的となることを確認した．ま

た，文献 9)では，レール振動として鉛直たわみに加え，
水平たわみや捩り成分も考慮した 3 次元 Timoshenko
ばりモデルを用い，レール軸力が分散特性に及ぼす影

響について調べた．

周期構造の分散曲線における波数は，当該構造の周

期性を規定する最小単位 (ユニットセル)両端における
波動モードの位相差と関係づけられる．この位相差の

ことを伝播定数 (propagation constant)と呼び，それ
を周期長 Lで除したものを Floquet波数 3)と呼ぶ．分

散曲線は，Floquet波数と周波数で与えられる空間内で
定義される．無減衰系の伝播波動モードを与える分散曲

線の Floque波数は実数値をとる．なお，本来分散曲線
には，Floquet波数が複素数値をとるものも存在する．
当該モードはストップバンド内に分布し，その振幅は

距離と共に指数関数的に減衰する．既往の研究の多く

では，このモードについても言及がなされている．

過去に行われた分散解析では無減衰系を対象として

いるものがほとんどである．しかし，実際の軌道系に

は減衰が存在するため，減衰を有する軌道系の分散解

析も有用と考えられる．なお，この場合，無限遠まで伝

播するモードは消滅し，分散曲線が有する Floquet波
数は一般に複素数で与えられることとなる．連続支持

モデルを対象に軌道パッドと道床に減衰を設定した下

での分散解析が，Wuと Thompson10)により試みられ

ている．しかし，本論文で示す様に，減衰下の分散曲

線は複雑な構造を有し，全ての分散曲線を探索するこ

とは容易でなく，既往の研究では詳細な検討はなされ

ていない．

そこで本研究では，軌道パッドとまくらぎ下パッドに

減衰を設定し，その下での分散解析を試みる．その際

に，軌道の自由振動解を Fourier級数展開で与え，それ
より波動モードに関する固有方程式を導出する．なお

前述のとおり，各周波数における固有 Floquet波数は
複素数値をとり，加えてその固有方程式は Floquet波
数に関する陰的な非線形方程式として与えられる．こ

の複素固有値を効率的に求めるために，非線形固有値

問題に対する数値解法である Block S-S法 11)に準ずる

図–1 軌道モデル

計算法 12)を用いる．これにより，所定の領域内の分散

曲線を全て探索することが可能となる．求められた分

散曲線は，複素波数平面と周波数とで構成される 3次元
空間中の点集合として与えられる．その結果に基づき，

パッド類の減衰が分散曲線の分布性状やモード減衰に

及ぼす影響について調べ，減衰し易いモードや，逆に

パッド減衰の影響を受けにくいモードなどについて考

察する．また，時間域解析で通常用いられる様な，弾

性バネとダンパーを並列した Voigtモデルでパッドを
表現する場合と，周波数に依存しない loss factorで表
現する場合とについて，それらが分散曲線に及ぼす影

響について比較検討する．

2. 波動モード条件式の導出

(1) 軌道モデル

本研究で対象とする軌道モデルを図–1に示す．ここで

は分散解析が目的となるので，円振動数ωの下での自由

振動問題について考える．無限長レールはTimoshenko
ばりモデルで与え，鉛直たわみ振動を対象とする．ま

くらぎ間隔を Lとし，レール 1本に対応するまくらぎ
1/2本を質量msの質点で表す．軌道パッドとまくらぎ

下パッドについては，それぞれ複素剛性 kr, ks で与え

るものとする．なお，当該の軌道系は剛な基盤上に置

かれているものとする．

(2) 軌道系の運動方程式

図–1 に示した軌道モデルにおけるレール (Timo-
shenkoばり)の自由振動問題は，円振動数 ωの下で次

の運動方程式により与えられる．

GAK
[
ψ

′
(x) − u

′′
(x)
]

− ρAω2u(x) + keu(x)δL(x) = 0,

GAK
[
ψ(x) − u

′
(x)
]

− ρIω2ψ(x) − EIψ
′′
(x) = 0

(1)
ここで，u, ψはレールたわみおよび断面回転角，xは

図–1に示す様にとった軌道長手方向座標，(·)′
は xに

関する微分 (d(·)/dx)である．また，Gはせん断弾性係
数，K はせん断係数，Aはレール断面積，ρは密度，I

は断面二次モーメントである．δL(x)は，レール支持点
(x = nL, n ∈ Z)に分布するデルタ関数列，ke はまく
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らぎ・パッド類より与えられる動的等価剛性であり，式

(1)第一式最後の項 keuδLはまくらぎ支持部からレール

に作用する一連の反力を表している．なお，動的等価

剛性 ke は次式で与えられる．

ke = kr(ks −msω
2)

kr + ks −msω2 (2)

円振動数ωにおける周期軌道系の定常解に対して，次

の Floquet原理 6) が成り立つ．

u(x+ L) = e−iκLu(x), ψ(x+ L) = e−iκLψ(x) (3)

ここで，κは Floquet波数であり，その実数成分につい
ては式 (3)に示すとおり 2π/Lの周期性が成り立つ．

(3) 波動モードの固有方程式

式 (1)の解が式 (3)の関係を満たす様に，本研究では
u, ψを次式により Fourier級数で表現する．

u(x;κ) =
∞∑

n=−∞
un(ω, κ)e−iznx,

ψ(x;κ) =
∞∑

n=−∞
ψn(ω, κ)e−iznx,

zn := 2nπ
L

+ κ

(4)

ここで，u, ψが Floquet波数 κをパラメータに持つこ

とを明示するために，これらを u(x;κ)，ψ(x;κ)と表記
している．また，un, ψn は Fourier級数の展開係数で
ある．

式 (1)における δL(x)は周期長 Lの周期関数であり，

次式により表すことができる．

δL(x) = 1
L

∞∑
n=−∞

e−i 2nπ
L x = 1

L

∞∑
n=−∞

ei 2nπ
L x (5)

さらに，式 (3)の周期条件より，本問題は図–1の様に

まくらぎ一区間で与えられるユニットセル内に限定し

て議論することができる．当該ユニットセルのまくら

ぎ支持位置を x = 0ととると，ユニットセル内に関し
ては δL(x) = 0 (x ̸= 0)が成り立つので，δL(x)は次式
の様に表すことができる．

δL(x) = e−iκx × δL(x)

= 1
L

∞∑
n=−∞

e−iznx
(6)

すると，式 (5), (6)より，式 (1)第 1式における uδL

の項は，次式の様に簡約できる 13)．

u(x;κ)δL(x) = 1
L

∞∑
n,m=−∞

une
−iznxei 2mπ

L x

= 1
L

∞∑
n,m=−∞

une
−i[ 2π

L (n−m)+κ]x

= 1
L

∞∑
n=−∞

( ∞∑
m=−∞

un+m

)
e−iznx

= ZδL(x),

Z :=
∞∑

n=−∞
un

(7)

式 (4), (7)を式 (1)に代入すると，Fourier係数につ
いて次の方程式を得る．

GAK(−iznψn + z2
nun) − ρAω2un + ke

L
Z = 0,

GAK(ψn + iznun) − ρIω2ψn + EIz2
nψn = 0

(8)

式 (8)より ψn を消去して，un について解くと次式

を得る．

un = −ke

L
· Z

Xn
,

Xn := GAKz2
n − ρAω2 − (GAKzn)2

GAK − ρIω2 + EIz2
n

(9)

式 (9)の右辺の Z は，式 (7)に示すとおり unの総和

で与えられる．したがって，式 (9)は未だ unについて

求解が完了していない．そこで，式 (9)の両辺に対し，
nについての総和をとる 13) と次の関係を得る．(

1 + ke

L

∞∑
n=−∞

1
Xn

)
Z = 0 (10)

式 (7)に示したとおり，Z は unの総和により与えら

れている．すると，式 (4)より，さらに次の関係が成り
立つ．

Z =
∞∑

n=−∞
un = u(0;κ) (11)

一般に，まくらぎ支持点においてもレールたわみは

ゼロとはならないので，u(0;κ) = Z ̸= 0である．した
がって，式 (10)より次式を得る．

f(κ, ω) := 1 + ke

L

∞∑
n=−∞

1
Xn

= 0 (12)

式 (12)が，軌道内を伝播する波動モードの存在条件
である．よって，当該条件をみたす (κ, ω)空間内の点
集合として分散曲線が与えられることとなる．

3. 分散曲線の探索方法 12)

本研究では，分散曲線を式 (12)より求める．具体的
には，与えられた周波数 (ω)の下で式 (12)をみたす κ

を探索する．この操作を所定の範囲内の周波数に対し

て順次行うことで分散曲線を作成する．
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なお，前述のとおり，パッド類に減衰を設定しそれら

を複素剛性で表現する場合，式 (12)をみたす κは複素

数で与えられる．無減衰系であれば，伝播波動モードの

分散曲線における κは実数値をとる．したがって，κが

とり得る範囲を実軸上に限定し，式 (12)の根を求めれ
ばよい．具体的には，Newton法などを用いて f(κ, ω)
のゼロ点を探索すれば十分である．一方，複素根を探索

する場合，複素平面内に根が点在することとなる．勿

論，Newton法によっても幾つかの根を見つけることは
可能であるが，所定の範囲内に存在する全ての根を探

索することは難しい．

そこで本研究では，一般の非線形固有値問題に対す

る数値解法であるBlock S-S法 11)に準ずる手法により

κを探索する．当該手法については文献 12)に示した
が，完全を期すため以下にその手順を示す．

f = 0の複素根 κj , (j = 1, 2, · · · )は 1/f に対して特
異点を与える．そこで，根 κj の探索を，1/f の特異点
探索に置き換えて実施する．1/f が複素平面のある単
連結域 Ω内においてM 個の特異点を持ち，それが次

式のように与えられているものとする．

1
f

=
M∑

j=1

vj

κ− κj
+ g(κ) (13)

ここで，vj は定数，g(κ)は 1/f の正則な関数項である．

µpを，領域Ωの閉じた境界 Γに沿った次の周回積分
により定義する．

µp := 1
2πi

∫
Γ

(κ− γ)p

f(κ, ω)
dκ, (p = 0, 1, · · · ) (14)

ここで γ は任意の複素数 (定数)である．

式 (14)に式 (13)を代入すると次式を得る．

µp =
M∑

j=1
(κj − γ)pvj (15)

µp を成分とする次の Hankel行列を導入する．

[HN ] =


µ0 · · · µN−1
...

. . .
...

µN−1 · · · µ2(N−1)

 ,

[H<
N ] =


µ1 · · · µN

...
. . .

...
µN · · · µ2N

 , (N ≥ M)

(16)

なお，[HN ], [H<
N ]は，それぞれ次式の様に分解するこ

とができる．

[HN ] = [VN DM VT
N ],

[H<
N ] = [VN DM ΛM VT

N ]
(17)

ただし，[VN ]は以下の行列とする．

[VN ] =


1 · · · 1

κ1 − γ · · · κM − γ
...

...
...

(κ1 − γ)N−1 · · · (κM − γ)N−1

 (18)

また，[DM ], [ΛM ]は，それぞれ vj および κj − γ を対

角成分に持つM ×M の対角行列である．

式 (16)の行列に関し，次の固有値問題を設定する．

[H<
N − λHN ]{ϕN } = {0} (19)

式 (19)に式 (17), (18)を代入すると，当該固有値問題
は次式の様に表すことができる．

[VN DM (ΛM − λI)VT
N ]{ϕN } = {0} (20)

ここで，[I]は恒等行列である．
式 (20)より，式 (19)の固有値 λj は次式で与えられ

ることがわかる．

λj = κj − γ, (j = 1, · · · ,M) (21)

したがって，一旦，式 (19)の固有値問題を解けば，領
域 Ω内に存在する式 (12)の全ての根が κj = λj + γよ

り求められることとなる．

なお，式 (19)の固有値は一般にN(≥ M)個得られる．
よって，その中から式 (12)の根に対応するものをM 個

抽出する必要がある．そのため，実際の計算では，まず

[HN ]を特異値分解する．次に，特異値の中で絶対値が
ある閾値よりも大きなものの個数を求め，それをM と

して設定する．ただし，閾値は十分に小さいものとす

る．これにより，領域 Ω内に存在する特異点 (根)の数
が決定される．最後に，式 (16)の部分行列 [HM ], [H<

M ]
を抽出し，式 (19)の行列サイズをN からM に縮小し

て固有値問題を解けば良い．

4. 分散解析の結果

(1) 解析条件

本研究では 50kgNレールを例に分散解析を行う．ま
くらぎ間隔 Lは 0.6 mとし，レール 1本当りのまくら
ぎ質量msは 100 kgと設定した．また，軌道バッドと
まくらぎ下パッドのバネ定数をそれぞれ 80 MN/mお
よび 30 MN/mとする．
パッド減衰を loss factorで設定する場合，パッド類

の複素剛性は次式により与えられる．

kr = kr0(1 + iϕr),

ks = ks0(1 + iϕs)
(22)

ここで，kr0, ks0 はそれぞれ軌道パッドとまくらぎ下

パッドのバネ定数，ϕrと ϕsは軌道パッドおよびまくら

ぎ下パッドの loss factorである．
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図–2 Floquet波数実部–周波数平面における無減衰軌道の分
散曲線

一方，パッド類をVoigtモデルで表す場合，複素剛性
は次式で与えられる．

kr = kr0 + iωηr,

ks = ks0 + iωηs

(23)

ここで，ηrと ηsはそれぞれ軌道パッドおよびまくらぎ

下パッドの減衰係数である．

式 (12)の級数展開は，精度を確認の上，±10項まで
で打ち切った．なお，分散曲線は Floquet波数に関し
て 2π/Lの周期性を有するため，その範囲内で無減衰系
の分散曲線が求められる様に，式 (14)の積分経路 Γを
設定した．具体的には Γを円形にとり，式 (14)におけ
る定数 γ と Γの半径を共に π/Lとした．これにより，

実数値の κに対し，0 < κ < 2π/Lの範囲内の分散曲
線が探索可能となる．また，Γ上に積分点を 1000点取
り，式 (14)の積分を台形公式により近似評価した．さ
らに，[HN ]の特異値に対する切捨ての閾値は 10−10に

設定した．

(2) 無減衰軌道モデルの分散曲線

対象とした軌道モデルの基本特性を確認する目的で，

パッド類を無減衰に設定して分散解析を行った．得ら

れた分散曲線を，Floquet波数の実部と周波数，および
Floquet波数の虚部と周波数とで与えられる平面に射影
したものを，それぞれ図–2と図–3に示す．なお，これ

らの図では，Floquet波数が実数値で与えられる伝播波
動モードに対する分散曲線を黒色で，複素数で与えら

れる減衰モードを赤色で描画している．

図–2に示すとおり，Floquet波数実部に関する分散
曲線は，κ = π/Lに対して対称性を有している．これ

は，波動の伝播方向 (左右)に本質的差異が無いことを
意味する．そのため，通常は 0 ≤ κ ≤ π/Lの範囲内の

図–3 Floquet波数虚部–周波数平面における無減衰軌道の分
散曲線

分散曲線のみ図示するが，ここではFloquet波数空間内
の分散曲線一周期分全てを表示している．図–2におい

て，A–B間の黒色の分散曲線はまくらぎが大きく振動
するモードを，また Cより高周波数域のものはレール
振動が支配的となるモードを与える 8)．ちなみに，A–B
間，C–D間がパスバンド，A以下，B–C間，D–E間が
ストップバンドを与える．伝播モードの分散曲線におけ

る接線の傾きは，波動の群速度を与える．したがって，

各パスバンド端の傾きがゼロとなる点A, B, C, D, Eに
おけるモードは定在波を与える．軌道をこれらの周波

数で調和加振した時，波動が遠方へ伝播し得ないため，

入力エネルギーは加振点近傍に蓄積される．その結果，

バンド端周波数は共振点を与える．また，D点はレー
ル支持点に節を持つ pinned–pinnedモードに対応する．
一方，E点はレール支持点に腹を，スパン中央に節を
持つ共振モードを与える．ただし，いずれもまくらぎ

間隔を 1/2波長とした定在波である．
伝播波動モードが存在しないストップバンド内には赤

色で示した複素波数の分散曲線が分布している．図–3

では，それらが Floquet波数虚数軸に関して対称に分
布している．A点以下のストップバンド内に分布する
減衰モードの分散曲線は，周波数がゼロとなる点まで

伸びている．図–2，図–3より，周波数ゼロにおける当

該モードの Floquet波数は実部・虚部共に等しく約 1.2
m−1となっている．なお，本軌道の静的まくらぎ支持剛

性を ke0 = kr0ks0/(kr0 + ks0)とおくと，等価な Euler
ばり連続支持モデルのたわみに関する微分方程式の特

性根 (波数)kは次式で与えられる．

k = ± 1√
2

4

√
ke0

EIL
(1 ± i) (24)

本軌道条件における式 (24)の波数の実部・虚部の絶対
値は等しく約 1.23 m−1となり，上述の分散曲線が周波
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図–4 複素波数–周波数における無減衰軌道の分散曲線
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図–5 複素波数–周波数における減衰軌道の分散曲線 (ϕr =
ϕs = 0.01)

数ゼロで静的たわみの同次解を与えることがわかる．

図–2，図–3から，分散曲線がどの様に分布している

のかが概ね理解できる．しかし，特にストップバンド

内に存在する減衰モードの分散曲線が複素波数–周波数
空間内でどの様に分布しているのかを想像することは

必ずしも容易でない．そこで，分散曲線の 3次元分布
の様子を図–4に示す．この図より，図–3で B点から
虚数軸方向にほぼ水平に伸びていた分散曲線が，図–2

の B点から紙面垂直方向に分岐していることがわかる．
またそれが，C点から伸びる減衰モードの分散曲線と，
κ = π/L(1 ± i)付近で交差する様子も確認できる．

(3) パッド減衰が分散曲線に及ぼす影響

パッド減衰によって分散曲線がどの様に変化するの

かを確認する目的で，まず式 (22)の loss factor ϕr, ϕs

を 0.01に設定し，極わずかな減衰を導入して分散解析
を行った．ちなみに，パッド類の loss factorは通常 0.2
前後の値を持つ 10),14)．図–2，図–3の様な Floquet波
数の実数軸，虚数軸方向に射影した図で見る限り，無

図–6 パッド減衰が分散曲線に及ぼす影響 (Floquet 波数実
部–周波数平面における減衰軌道の分散曲線)

図–7 パッド減衰が分散曲線に及ぼす影響 (Floquet 波数虚
部–周波数平面における減衰軌道の分散曲線)

減衰系の分散曲線との差異はほとんど認められなかっ

た．そのため，複素波数–周波数で与えられる 3次元空
間内に表示したもののみを図–5に示す．なお，この分

散曲線には本来減衰モードのみ存在し，したがってそ

の Floquet波数は一般に複素数値で与えられる．図–5

では，Floquet波数虚部の絶対値が 0.2 m−1 以下の比

較的減衰の少ない分散曲線について黒色で表示してい

る．式 (24) の静的連続支持ばりの特性根から始まり，
図–4の Aに相当する点 A’を経由して点 B’を通過し，
Floquet 波数複素数域を大きく周回して点 C’ に至り，
pinned–pinnedモードの点D’まで連続した一本の分散
曲線でつながっている様子が確認できる．また，図–4

の無減衰系の分散曲線には Floquet波数の実部・虚部
方向に対称性が認められたが，図–5ではその対称性が

低下している．
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次に，パッド類の loss factorを 0.2に設定して求め
た分散曲線を，Floquet波数の実部と周波数，および虚
部と周波数とで与えられる平面に射影したものを，そ

れぞれ図–6と図–7に赤線で示す．なお，これらの図に

は，後の議論のためにパッド類をVoigtモデルで表現し
て求めた分散曲線も青線で示している．図–6，図–7よ

り，パッド類の減衰導入によって 400 Hz以下の分散曲
線が大きく変形を受けている様子がわかる．一方，400
Hz以上の分散曲線における変化は比較的小さい．前述
のとおり，図–2に示した A–B間の伝播波動モードは，
比較的大きなまくらぎ振動を伴うものであり，そのた

め大きな伸縮を受けるパッド類の減衰の影響が低周波

数域で顕著に現れたものと考えられる．これに対し，C
点より高周波数域に分布する分散曲線は，レールが独

立して振動する伝播モードで特徴付けられるものであ

り，パッドの減衰の影響が比較的小さいものと推測さ

れる．このことは，図–7において，400 Hz以上の周波
数域に分布する分散曲線の Floquet波数虚部がゼロに
近く，波動の空間減衰が小さいことからも確認できる．

また，複素波数平面–周波数で与えられる 3次元空間
内で分散曲線を描画したものを図–8に示す．この図か

らも，パッド類に減衰を導入することによって，低周

波数域における分散曲線が大きく変化し，その分布域

が極端に縮小されていることがわかる．なお，pinned-
pinnedモード (図–2の D点)はレール支持点を節とし
た定在波モードであり，パッド類の伸縮を伴わないた

め，その剛性や減衰の影響を受けない．これに対して

図–2の E点に相当する定在波モードではレール支持点
がレール振動の腹に位置するため，支持構造の影響を

受ける．そのため図–8において，前者については 2本
の分散曲線が Floquet波数実部–周波数平面内で交差し
て依然無減衰定在波モードを与えているのに対し，後

者では分散曲線の交点が消滅し，交差せずに分離して

減衰モードを与えている．

(4) 減衰モデルの違いが分散曲線に及ぼす影響

パッド類の減衰を式 (23)の Voigtモデルで設定した
場合を，式 (22)の loss factorで設定した場合と比較す
る．Voigtモデルの減衰が，100 Hzにおいて loss factor
を 0.2とした場合と一致する様に，式 (23)の減衰係数
ηr, ηsを設定して求めた分散曲線を図–6，図–7中に青

線で示している．これらの図より，両減衰モデルに基

づいて求めた分散曲線が 100 Hzで一致している様子が
確認できる．

Floquet波数実部を横軸として表示した図–6では，減

衰モデルの違いによる影響が 300 Hz前後の周波数帯で
明瞭に現れているものの，それ以外の周波数域では顕

著な差異は認められない．一方，Floquet波数虚部を横

周波数

Floquet波数 (虚部) (m−1) Floq
ue

t波
数

(実
部

) (m
−

1 )

図–8 複素波数–周波数における減衰軌道の分散曲線 (ϕr =
ϕs = 0.2)

軸に表示した図–7では，100 Hz以上の周波数域におい
て減衰モデルの差異が顕著に現れている．Voigtモデル
に対応する loss factorは周波数に比例する．したがっ
て，100 Hzを基準に減衰係数を設定した本解析の場合，
それより高周波数域では，一定の loss factorの下に求
めた分散曲線に比べ減衰が過剰となる．ちなみに，500
HzにおけるVoigtモデルの減衰を loss factorに換算す
ると，100 Hzの 5倍の 1.0に相当する．4.(3)に述べた

とおり，loss factorを 0.2に設定しても，400 Hz以上
の波動モードの減衰は比較的小さな値をとっていた．こ

れに対し，Voigtモデルで求めた分散曲線の Floquet波
数虚部 (図–7の青線)は，低周波数域に比べ依然小さな
値を示しているとは言え，赤線の loss factorモデルに
比べると大きな値となっており，波動伝播過程におい

てより大きな減衰を伴うことが推測できる．

文献 14)では，500 Hz程度までパッド類の loss factor
はほぼ一定値をとり，それ以上では緩やかに増加する

ことが示されている．Voigtモデルでは，この様な減衰
特性を表現することができないので，図–7に示したと

おり，レール内を伝播する波動の減衰特性を広い周波

数域にわたり適切に再現することは困難と考えられる．

5. おわりに

パッド類の減衰が軌道の分散特性に及ぼす影響につ

いて，数理モデルに基づき検討した．パッド類の減衰

を周波数に依存しない一定の loss factorでモデル化す
る場合，減衰の影響は 400 Hz 以下の周波数域におけ
る大きなまくらぎ振動を伴うモードで顕著となる一方，

より高周波数域に分布するレール振動が支配的となる

モードでは比較的軽微となることがわかった．また，複

素 Floquet波数平面と周波数とで与えられる 3次元空
間内で分散曲線の分布を確認したところ，減衰導入に
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よって，まくらぎが大きく振動するモードとレール振

動が支配的となる伝播波動モードとが単一の分散曲線

で連結され，前者のモードが存在する 400 Hz以下の低
周波数域においてその分布域の狭小化が認められた．

さらに，パッド減衰のモデル化の違いが分散特性に

及ぼす影響についても調べた．具体的には，loss factor
モデルと Voigtモデルとを比較した．その結果，Voigt
モデルでは，それと等価な loss factorが周波数に比例
して増加するため，高周波数域において波動の減衰が過

大に評価される傾向が確認された．このことより，パッ

ド類のモデル化において Voigtユニットが一般に用い
られる時間域解析の場合，広範な周波数域にわたる軌

道系の動特性 (減衰特性)を評価する際には，減衰係数
の設定に注意を要するものと考えられる．
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