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The objective of this paper is how to control waveforms by means of all pass functions. 
Causal time functions such as earthquake records are factorized into minimum phase shift 
(MPS) and all pass (AP) functions, which is called factorization. This concept is applied to 
impulse response of SDOF to investigate effects of AP phases when they are parametrically 
changed. With linear AP phase shifts, waveforms of the response are unchanged but the time 
delays appear. With nonlinear AP phase shifts, waveforms of the response show irregular 
attenuation, and their maximum amplitudes are smaller than the original ones.  
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１．はじめに 
 
 重要な構造物の耐震設計に用いられる入力地震動

は，時間領域，または周波数領域で設定される．ど

ちらの領域でも，入力地震動は対象とする震源・伝

播・地盤特性をモデル化して設定される．周波数領

域での設定では，地震動の強度は応答スペクトルや

フーリエ振幅スペクトルで表現され，地盤種別ごと

に地震規模や伝播距離など，少ないパラメータで評

価できるという簡便性が重視されてきた． 
 地震動のフーリエスペクトルは，振幅成分（フー

リエ振幅）と位相成分（フーリエ位相）とで構成さ

れる．このうち，前者の振幅成分は，地震動の強さ

に関する情報であり，その物理的意味は明確である．

それに対して，位相成分は，πと－πで主値を持つ

不連続量であり，その物理的情報はまだ十分解明さ

れていない．そのため，設計指針等1)では，フーリエ

位相は，地震動の包絡形状に合うようランダムに与

えるか，過去の大地震のものが利用されてきた．し

かし，フーリエ振幅だけでは強震動が持つ非定常性

を表現しきれない事が指摘されている2)． 
 フーリエ位相が地震動記録に与える影響は，多く

の研究者によって示されている．Ohsaki3)は，地震動

の位相差分スペクトルが，地震動の包絡形状とよく

一致することを定性的に示している．その後，和泉

ら4)がフーリエ位相の振動数に対する傾き，すなわち

群遅延時間の平均と分散が，地震動の主要動到達時

間と包絡形状を表すことを指摘した．最近では，地

震動のフーリエ位相については，主に群遅延時間を

用いた研究が多く報告されている5)-8)．しかし，耐震

設計のための入力地震動として，フーリエ振幅と位

相が別々に設定されると，地震動らしくない時刻歴

波形が得られることもある． 
 地震動記録のように因果律を満たす，時間領域・

複素関数をフーリエ変換すると，周波数領域・複素

関数が得られ，その実部と虚部がHilbert変換の関係で

結ばれ，互いに独立に存在し得ない9)．すなわち，地

震動のフーリエ変換の，実部と虚部の絶対値がフー

リエ振幅，偏角がフーリエ位相であるから，フーリ

エ振幅が設定されると，フーリエ位相にも何らかの

拘束条件が生じるはずである．この拘束条件は，地

震動の因果性を考慮すると明らかになる10)．因果性を

考慮すると，フーリエ変換は，フーリエ振幅で決定

さ れ る 最 小 位 相 推 移 関 数 (Minimum-Phase-Shift 
function 以下MPS)と，位相特性のみを持つ全域通過

関数(All-Pass function以下AP)に分解できる．フーリ

エ変換をMPSとAPに分けることを，因数分解と言う．

そして，MPSのフーリエ振幅とその位相（MPSフー

リエ振幅，MPSフーリエ位相）は，Hilbert変換の関係

がある．これがフーリエ振幅と位相の拘束条件とな

る．既存の手法を使って入力地震動のフーリエ振幅

が設定されれば，後は，APのフーリエ位相が評価さ
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れると，入力地震動のフーリエ振幅と位相をセット

にして提示できる．そこで，本研究では，そのため

の基礎的研究として，時刻歴特性や周波数特性が理

論的に判明している，1自由度系の力積応答関数を因

数分解し，得られたMPSとAPのうち，APのフーリエ

位相を連続関数と仮定し，変化させた時に，得られ

る時刻歴波形の特徴を整理し，考察を行った． 
 
２．因果性時間関数の因数分解手法 
 
 地震動記録 x(t)は，負の時刻 t で振幅が 0，すなわ

ち， 

( ) 0 0x t t= <　　          (1) 

を満たす時間関数である．この式(1)の条件を因果律，

因果律を満たす時間関数を因果性時間関数と呼ぶ．

因果性時間関数は，以下の様に MPS と AP に分解で

き，信号解析では，これを因果性時間関数の因数分

解と言う 11)． 

( ) ( ) * ( )M Ax t x t x t=
       (2) 

ここで，添え字 M は MPS，A は AP を，*は合積を

表す．xM(t)と xA(t)は共に，負の時刻で振幅を持たな

い因果性時間関数である． 
 x(t)のフーリエ変換 F(ω)を，以下のように表す． 

( )( ) ( ) ( ) ix t F F e φ ωω ω⇔ =
       (3) 

ここで，矢印⇔はフーリエ変換対であることを示し，

ωは角振動数，|F(ω)|はフーリエ振幅，φ(ω)はフーリ

エ位相，i は虚数単位である．式(2)の両辺をフーリエ

変換すると， 

( ) ( ) ( )M AF F Fω ω ω=           (4) 

となる。ただし，   

( ) ( )M MF x tω ⇔            (5) 

( ) ( )A AF x tω ⇔               (6) 

 FM(ω)と FA(ω)はそれぞれ， 
( )( ) ( ) Mi

M MF F e φ ωω ω=
         (7) 

( )( ) ( ) Ai
A AF F e φ ωω ω=

          (8) 

と表せるので，これらを式(4)に代入すれば， 
( ( ) ( ))( ) ( ) ( ) M Ai

M AF F F e φ ω φ ωω ω ω +=
    (9) 

と書ける．ここで，AP のフーリエ振幅は， 

( ) 1AF ω =
              (10) 

であるから 10)，式(3)と，式(9)，式(10)より， 

( ) ( )MF Fω ω=
            (11) 

( ) ( ) ( )M Aφ ω φ ω φ ω= +          (12) 

となる。よって，一般的に利用されている地震動の

フーリエ振幅は，MPS のそれと同一であり，地震動

のフーリエ位相は，MPS と AP のフーリエ位相の和

で表される．MPS は，地盤の増幅特性と強い関連性

があると考え，フーリエ位相のモデル化を試みた研

究もあるが 7)，MPS のフーリエ振幅は，原波形のそ

れと同一であることから，厳密に言えば MPS には震

源や伝播経路の特性も含まれている． 
 図-1 に MPS と AP の計算手順を示す 12)，13)．図中

の数字に対応させて手順を説明すると，まず，①地

震動記録 x(t)のフーリエ変換 F(ω)を算定する．②フー

リエ振幅|F(ω)|の対数に負号を付け，③これに周波数

領域の単位ステップ関数(Heaviside の階段関数)U(ω)
を乗ずると，周波数領域の因果関数－log|F(ω)| U(ω)
となる．④これを 4 倍して逆フーリエ変換すると，

時間領域の複素関数 fα(t)となる．⑤ fα(t)U(t)の実部の

みをフーリエ変換し，－1 を乗じてその指数関数をと

ると，周波数領域の MPS FM(ω)が得られる．そして

⑥φ(ω)からφM（ω）を差し引くと AP が求められる．  
 なお，MPSのフーリエ振幅とフーリエ位相の間に

は， 

log ( )1( ) M
M

F y
dy

y
φ ω

π ω
∞

−∞
=

−∫
       (13) 

( )1log ( ) M
M

y
F dy

y
φ

ω
π ω

∞

−∞
= −

−∫
       (14) 

で示される Hilbert 変換の関係があることが知られて

いる．すなわち，MPS は振幅特性か，位相特性の一

方が判明すれば，自動的にもう一方も決定される関

数である．和泉等 14)の研究によれば，MPS は地盤の

伝達関数を表し，AP の群遅延時間は波動伝播時間を

表すと指摘されている．それに従えば，MPS の単位

は無次元であり，AP は x(t)と同じ単位と考えられる． 
つまり，式(13)や(14)において，FM(ω)やφM(ω)は，

単位系に左右されない． 
 
３．1 自由度系の力積応答関数の因数分解特性 
 
 １自由度系の，減衰を考慮した変位の力積応答関

数h(t)は，式(15)で与えられる． 
 

( )0 2
02

0

1( ) sin 1
1

h th t e h t
h

ω ω
ω

− ⋅ ⋅= ⋅ − ⋅
− (15) 
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 式(15)において，h は減衰定数, ω0 は固有角振動数，

t は時間である．式(15)をフーリエ変換すると，伝達

関数 H(ω)が以下の式で得られる． 
 
 

2 2
0 0

1( )
2

H
i h

ω
ω ω ω ω

=
− + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +       (16-1) 

そして，その増幅率（フーリエ振幅）と位相差（フ

ーリエ位相）は， 

22 2

0 0

1( )
21

H
h

ω
ω ω
ω ω

=
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

    (16-2) 

  

0
2

0

2
( ) arctan

1

h ω
ω

φ ω
ω
ω

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠    (16-3) 
と理論的に求まる 15)． 
 例として，減衰定数 h が 0.02,  固有角振動数 ω0

が 10(rad/sec)の時の力積応答関数と，伝達関数を図

-2(a)に示す．そして，因数分解して得られた MPS と

AP の，時刻歴波形を図-2(b)に，フーリエ振幅と位相

を図-2(c)に示す．更に，各時刻歴波形を重ねて，時

刻 0 秒付近を拡大したのを図-2(d)に示す．なお，本

論文では，周波数領域の横軸を角振動数(rad/sec)で表

示する． 
 図-2(a)，図-2(b)によれば，MPS の波形は，元の力

積応答関数と波形形状はまったく同じであるが，図

-2(d)から明らかなように，波形の到達時刻が 0.01 秒

早くなっている．そして，AP の波形は，時刻 0.01
秒で最大振幅 100 を示すインパルスとなっている． 
 図-2(c)の伝達関数の MPS のフーリエ振幅は，図

-2(a)に示した，元の伝達関数とまったく同じである

が，フーリエ位相は，元の伝達関数と比較すると，

高振動数で僅かにずれが生じている． 
 AP のフーリエ振幅は 1 であり，前章の式(10)を満

たしている．フーリエ位相は，角振動数 ω に対し，

傾き-0.01 の直線となっている． 
 以上に述べた結果は，信号理論より説明できる 11)．

AP は，波動の到達時刻を表す関数であることが分か

っている．そして，本研究で用いた力積応答関数は

0.01 秒刻みのデジタルデータであるため，時刻 0.01
秒で波動が到達する．そのため，因数分解により得

られた AP の時刻歴波形は，0.01 秒で最大振幅を持つ．

そして，その最大振幅は 100，すなわち，力積応答関

数の AP は， 

( ) 1t dtδ
∞

−∞
=∫

              (17) 
を満たすデルタ関数である．デルタ関数は，任意の

関数 f(t)について 

0 0( ) ( ) ( )t t f t dt f tδ
∞

−∞
− =∫         (18) 

が成立する．式(18)は，デルタ関数が f(t)の振幅には

影響せず，時間にのみ影響することを示している．

そのため，AP のフーリエ振幅は 1 であることが必要

条件となる．  
 一方，伝達関数のフーリエ振幅と，MPS のフーリ

エ振幅は，全く同じである．そして，その時刻歴波

形が，元の力積応答関数に比べ，0.01 秒早くなって

いる．これは，MPS が，時間に関する情報を持つ AP

 
 

( )( ) ( ) iF F e φ ωω ω=

log ( ) log ( ) ( )F F iω ω φ ω− = − −

log ( ) ( )F Uω ω−

4IFFT

( ) Re[ ( )] ( )x t f t U tα α=

FFT

log ( ) ( )MF iω φ ω+

exp[log ( ) ( )] ( )M MF i Fω φ ω ω+ =

( )( ) ( ) Mi
MF F e φ ωω ω=

( )f tα

①

②

③

④

⑤

( ( ) ( )) ( )( ) M Ai i
AF e eφ ω φ ω φ ωω −= =⑥

( )( ) ( ) iF F e φ ωω ω=

log ( ) log ( ) ( )F F iω ω φ ω− = − −

log ( ) ( )F Uω ω−

4IFFT

( ) Re[ ( )] ( )x t f t U tα α=

FFT

log ( ) ( )MF iω φ ω+

exp[log ( ) ( )] ( )M MF i Fω φ ω ω+ =

( )( ) ( ) Mi
MF F e φ ωω ω=

( )f tα

①

②

③

④

⑤

( ( ) ( )) ( )( ) M Ai i
AF e eφ ω φ ω φ ωω −= =⑥

 
 

図－１ 最小位相推移関数(MPS)と全域通過関数 
           (AP)の算出フロー 
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を除いた関数で，フーリエ振幅で決定される関数だ

からである．そして，MPS のフーリエ振幅と位相は，

前章式(13)，(14)の Hilbert 変換の関係があるのは，前

述のとおりである． 
 
４．全域通過関数による時刻歴波形の制御 
 
 本章では，前章で算出されたMPSを利用し，APフ
ーリエ位相のみを変化させ，元の力積応答関数がど

のように変化するかを考察する．なお，本研究では，

基礎的検討として，APフーリエ位相が，直線や曲線

などの，連続関数で表されると仮定して議論する． 
(1)APフーリエ位相が直線の場合 
 APフーリエ位相が直線の場合，その式は傾きをτ
とすると， 

( )Aφ ω τ ω= − ⋅            (19) 

で表される．そこで，前章で算出されたAPフーリエ

位相の傾きτを，もとの0.01から，0.1，1，10と変化

させた時の，力積応答関数を図-3の(a), (b), (c)に示す．

同図によれば，APフーリエ位相の傾きを変化させた

時の力積応答関数は，波形形状がまったく同じであ

り，発生時刻がそれぞれ，APフーリエ位相の傾き分

だけ遅れている．これは，直線位相の逆フーリエ変

換はデルタ関数であり，その性質である式(18)によっ

て，APフーリエ位相の傾きの分，元の力積応答関数

より遅れて到達する波形となる事を示している．但

し，波形形状は全く同じである． 
 以上の結果より，APフーリエ位相が直線の場合は，

波形形状は全く変化せず，その傾きの分だけ到達時

刻が遅れる波形になることが明らかとなった．そし

て，これらの結果は，和泉等14)の結果と整合している． 
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図－２(a) SDOF の力積応答関数（左）と伝達関数のフーリエ振幅（増幅率 右上）と位相（右下） 
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図－２(b)  MPS(上)と AP(下)の時刻歴波形               図－２(c) MPS(上)と AP(下)のフーリエ振幅と位相 
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(2)APフーリエ位相が非線形的な場合 
a)ケース1：非線形項が1つの場合 
 APフーリエ位相が曲線的であるとすれば，連続関

数の一例として，m個の項の和で， 

  
1

( ) k

m
n

A k
k

aφ ω ω
=

= − ⋅∑         (20-1) 

と表すことが出来る．但し，式(20-1)において，kは
整数であり，角振動数の乗数nkは実数である． 
 まず簡単のため，式(20-1)を，直線と，直線ではな

い二項だけで表されるとすると，式(20-1)は， 

0 1( )
1

n
A a a

n
φ ω ω ω= − ⋅ − ⋅

≠        (20-2) 

となる．以下では，式(20-2)の右辺第2項のように，

直線ではないすべての項を，非線形項と呼ぶ． 
 まず，非線形項の乗数nが，0.1，0.5，0.9，1.3，1.7，
2.0の時の，APフーリエ位相と，図-2(c)のMPSを掛け

合わせ，逆フーリエ変換して求めた時刻歴波形を算

出する．なお，係数a0, a1は両方とも10とした．これ

は，式(20-2)の右辺が，1次の直線の項だけであれば，

図-3の(c)で示したように，10秒遅れの力積応答関数

となるため，非線形項を付した時の時刻歴波形と比

較しやすいためである．  
 図-4に，APフーリエ位相に非線形項を考慮した時

の波形と，図-3(c)の波形を重ねて示す．同図によれ

ば，非線形項の乗数が0.1の場合は，10秒遅れの力積

応答関数とほぼ同じ波形形状となるが，第一波目の

振幅が小さくなっている．また，乗数0.5の場合は，

最初の一波目の振幅がさらに小さくなり，そして位

相が少し遅れている．そして，10秒遅れの力積応答

関数に比べて，減衰が遅くなっている．乗数0.9の場

合は，波動の到達は15秒程度である．そして，乗数

0.1，0.5の時は，最初の一波目で最大を示したが，乗

数0.9では，第5波目が最大となる． 
 一方，乗数が1.3以上になると，その波形は，時間

経過とともに増幅して，最初のピークを示し，その

後減衰し，再びピークを示す波形となっている．そ

して，その波形形状は，元の力積応答関数とは全く

異なっている．また，乗数が1未満の時では，波動到

達時間が明瞭であったが，1.3以上になると明瞭では

なくなっている．  
b)ケース2：非線形項が2つの場合 
 次に乗数nは1以下として，非線形項を2つに増やす 
と，波形がどのように変化するかを検証する．非線

形項が二つとすると，式(20-2)は， 

1 2
0 1 2

1 2

1

2

( )

1
1

n n
A a a a
n n
n
n

φ ω ω ω ω= − ⋅ − ⋅ − ⋅

≠⎧
⎪ <⎨
⎪ <⎩   (20-3) 

と書ける．各項の係数は，ケース1と同様に10とした． 
そして，乗数を表-1のように変化させ，波形合成を行

った．その結果を図-5に示す． 
 同図によれば，波動到達時間は，どれも10秒以降

に到達している．その遅れ時間は，乗数が大きくな

るほど遅くなる．最大値は，第1波ではなく，第5か
ら8波目で，その大きさは，元の力積応答関数に比べ

小さい．さらに，波形の減衰が，元の力積応答関数

に比べ，遅くなっている．つまり，MPSが一定でも，

APフーリエ位相に非線形項を考慮すると，単調に減

衰する波形であった力積応答関数が，増幅や異なる

減衰性を示す波形となる． 
c)ケース3：非線形項が3つの場合 
 非線形項を更に増やし3項にすると，式(20-2)は，
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⎪ <⎩ (20-4) 
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図－３ AP フーリエ位相の傾きを変化させた時の 
    力積応答関数の変化 
 
表－１ 非線形項が 2 つの時の乗数 n の組み合わせ 

n1 n2
① 0.1 0.5
② 0.1 0.9
③ 0.5 0.9  
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となる．各係数は，前項と同じように10とし，非線 
形項の乗数は，それぞれ，0.1，0.5，0.9とした．その

時刻歴波形を図-6に示す．図-6によれば，この場合の

波形は，前項で示した乗数が0.5と0.9の時の波形とほ

ぼ同じである．つまり，非線形項の乗数が1未満で，

各係数が同じ場合には，2つ以上の非線形項を考慮し

ても，乗数の大きい項が，その時刻歴波形の波形形

状に支配的である． 
(3)全域通過関数による波形制御の利点 
 前節(2)で，APフーリエ位相に非線形項を考慮する

と，時刻歴の波形形状は，フーリエ振幅が一定であ

っても，最大値が低下し，減衰が遅くなることが 
分かった．すなわち，APフーリエ位相のみを変化さ

せることで，波形制御が可能であることが示された． 
 従来，地震動のフーリエ位相のモデル化では，フ

ーリエ位相の傾き，すなわち，群遅延時間を利用す

る研究が多い4)-8)．ここで次式のように，群遅延時間

は，時刻歴波形の2次のモーメントと，フーリエ振幅
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図－４ 非線形項が１つの場合の，乗数 n による時刻歴波形の変化 
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図－５ 非線形項を 2つ考慮した時の, 刻歴波形の変化
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図－６ 非線形項が 2 つの時と 3 つの時の 
    時刻歴波形の比較 
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(21) 
の関係があるため，フーリエ振幅とも関連性がある4)．

そのため，群遅延時間を変えると，フーリエ振幅も

変化することが，式(21)より推察される．一方，因数

分解では，フーリエ振幅と位相の情報を，完全に分

離して扱えるため，フーリエ振幅特性を変えずに，

波形制御することが出来る．さらに，因数分解を用

いず，単純にフーリエ振幅と位相に分解することは，

非因果な関数と位相波に分解することであり，どち

らも任意に与えると，非因果な拡散波が生成される

可能性がある．しかし，因数分解を用いれば，少な

くとも，因果律を満足する波動を合成することが出

来る13)．本研究では，基礎的検討として，APフーリ

エ位相が式(20-1)で表され，係数もすべて同一の，簡

単な連続関数のみを対象とし，議論を行った．今後

は，実際の地震動記録から得られるAPフーリエ位相

も考慮し，不連続な関数や複雑な関数でも同様の検

討をしていく予定である． 
 
５．まとめ 
 
 本研究では，1 自由度系の力積応答関数を因数分解

し，得られた最小位相推移関数(MPS)と，全域通過関

数（AP）のうち，AP フーリエ位相を変化させた時に，

得られる時刻歴波形の特性について議論した．得ら

れた結論を以下に示す． 
・ MPS が同一であっても，AP フーリエ位相の傾き

を変化させると，その傾きの分遅れた波形となる

が，波形形状は元の力積応答関数と同じである． 
・ AP フーリエ位相に非線形項を考慮すると，乗数

が 1 未満の時は，到達時刻が明瞭で，減衰を示す

波形であるが，1.3 以上では，波動の到達時間が

不明瞭な波形となる． 
・ 非線形項の乗数 n を 1 未満とした時，得られる波

形は，元の力積応答関数に比べ，最大値が低下し，

減衰も遅い．なお，非線形項を２つ以上考慮して

も，その係数が同じである時は，乗数の大きい項

が，波形形状に支配的である． 
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