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1. 目的 

ラグランジュ記述による粒子法である SPH 法

(Smoothed Particle Hydrodynamics)では，粒子配置が乱

れるほど計算精度が悪化する．藤岡ら[1]は粒子の乱れ

に対しても精度が落ちにくい高精度 SPH 法を提案し，

キャビティ流れやカルマン渦など自由表面のない流体

問題でその有用性を確認してきた．粒子配置の乱れ

は，粒子法などのメッシュレス法が得意とする自由表

面流れにおいてより顕著となり，高精度 SPH 法の適用

が期待される．しかしながら，自由表面近傍での粒子

の欠損だけではなく，自由表面判定などの追加技術が

必要となり，高精度 SPH 法の多くは自由表面のない例

題に限定して使われることが多い．本研究では，高精

度 SPH 法による自由表面流体の解析の適用性を示すと

ともに，注意事項を整理することにした．  

 

2. 解析手法 

SPH 法は連続体を粒子で表現し，着目粒子𝑖とその近

傍粒子𝑗の距離|𝒓𝑖𝑗|の関数である重み𝑊𝑖𝑗から，位置ベ

クトル𝒓𝑖での物理量𝜙を近似する． 

𝜙(𝒓𝑖 , 𝑡) ≅ 〈𝜙〉𝑖 = ⋃
𝑚𝑗

𝜌𝑗
𝑗∈𝕊𝑖

𝑊𝑖𝑗𝜙(𝒓𝑗, 𝑡) (1) 

ここで粒子が代表する質量を𝑚𝑗，物質の密度を𝜌𝑗，着

目粒子𝑖に対する近傍粒子の集合を𝕊𝑖とする．  

 

3. 高精度モデル 

3.1 勾配モデル 

高精度な勾配モデルとして，Taylor 展開の１次の項ま

でを満足するモデルを用いた． 

〈∇𝜙〉𝑖 ≔ 𝑳𝑖 ∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗 − 𝑅)∇𝑊𝑖𝑗

𝑗∈𝕊

 

= ∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗 − 𝑅)𝑳𝑖∇𝑊𝑖𝑗

𝑗∈𝕊

= ∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗 − 𝑅)∇̃𝑊𝑖𝑗

𝑗∈𝕊

 

𝑳𝑖 = [∑ 𝑉𝑗(∇𝑊𝑖𝑗⨂ 𝒓𝑖𝑗)

𝑗∈𝕊

]

−1

 

 

(2) 

 

 これは, Taylor 展開に勾配を乗じ，粒子和をとるこ

とで得られる勾配で，勾配補正モデルと呼ぶ．𝜙𝑖𝑗およ

び𝒓𝑖𝑗は，それぞれ𝜙𝑖𝑗 ≔ 𝜙𝑗 − 𝜙𝑖，𝒓𝑖𝑗 ≔ 𝒓𝑗 − 𝒓𝑖の定義

を与える. また，𝑅は Taylor 展開の剰余項である． 

3.2 高精度 2 階微分・ラプラシアン 

 先の勾配補正モデルにおいて，2 次以上の剰余項を

含ませて再び Taylor 展開へと代入することで 2 階微

分・混合微分の高精度な離散近似モデルを導出する． 

2 次元の場合，2 階微分モデルは次式となる． 

⋃
𝑚𝑗

𝜌𝑗
𝑗∈𝕊𝑖

𝒓𝑖𝑗 ∙ ∇𝑊𝑖𝑗

|𝒓𝑖𝑗|
4 [𝒑𝑖𝑗][𝒑𝑖𝑗]

𝑇
[
𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑥2
  

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑦2
  2

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑥𝜕𝑦
]

𝑇

  

= 2 ⋃ [
𝑚𝑗

𝜌𝑗

𝒓𝑖𝑗 ∙ ∇𝑊𝑖𝑗

|𝒓𝑖𝑗|
4 [𝒑𝑖𝑗] {𝜙𝑖𝑗 − 𝒓𝑖𝑗 ⋅ (⋃

𝑚𝑘

𝜌𝑘
𝑘∈𝕊𝑖

𝜙𝑖𝑘∇̃𝑊𝑖𝑘)}]

𝑗∈𝕊𝑖

 (3) 

ここで(3)式左辺の係数行列の逆行列を求めることで， 

２階微分およびラプラシアン〈∇2𝜙〉 を評価することが

できる．このモデルを FULL_INVERSE と呼ぶ． 

 

4. 連続関数による離散微分モデルの精度検証 

4.1 概要 

 微分可能な連続関数の微分を解析的に評価し，関数

値と粒子による離散微分値との比較検証を通して，高

精度モデルの有用性を示す．ここでは，高精度モデル

(FULL_INVERSE)の比較対象として，標準的なラプラ

シアンモデル(NORMAL)と比較検証した． 

1. 粒子を配置し、関数の情報を与えた.(図-1(a)) 

       𝜙(𝑥, 𝑦) 

            = 0.75 exp {−
(9𝑥 − 2)2

4
−

(9𝑦 − 2)2

4
} + 0.75𝑒𝑥𝑝 {−

(9𝑥 + 1)2

49
−

9𝑦 + 1

10
} 

                +0.5𝑒𝑥𝑝 {−
(9𝑥 − 7)2

4
−

(9𝑦 − 3)2

4
} − 0.2𝑒𝑥𝑝{−(9𝑥 − 4)2 − (9𝑦 − 7)2} 

                                                                                                         (0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1) 

2. 外部境界周辺で影響域に粒子欠損がある粒子 

(図-1(b))についてラプラシアンとその誤差を評

価し，平均値を求める． 

3. 粒子径を小さくし、1~3 の操作を繰り返す. 
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また，誤差評価関数は外れ値の影響を大きく評価す

る RMSE(Root Mean Squared Error)とした． 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (〈∇2𝜙〉𝑖 − ∇2𝜙𝑖)

2
𝑖

∑ (∇2𝜙𝑖)
2

𝑖

 (4) 

 

 

(a) (b) 

図-1 粒子配置図 

4.2 関数による精度検証の結果 

 検証結果を図-2 に示す．標準的なラプラシアンモデ

ル NORMAL では，乱れの有無に関わらず粒子欠損が

あれば収束性が見られなかった. 高精度モデル

FULL_INVERSE では，粒子欠損がみられる時でも粒

子の乱れに関わらず一次収束を確認した． 

 

  
(a)-乱れあり (b)-乱れなし 

図-2 検証結果  

5. 流体解析による検証 

5.1 解析手法 

自由表面を含む非圧縮性流体を対象とし，上記の高精

度モデルによる ISPH 法により解析した事例を示す．

この際，勾配モデルは 1 次精度勾配補正モデル，ラプ

ラシアンは FULL_INVERSE を採用した．また，粒子

の乱れによる離散近似精度の低下は避けられないた

め，粒子配置の疎密を防ぐ Optimized Particle Shifting 

(OPS)[2]を導入した．解析モデルは 30[cm]×40[cm]の水

塊を，100[cm]×300[cm]の水槽に設置したダムブレイ

ク問題である．解析パラメータの一覧を表 1 にまとめ

て示す．    

表 1 解析パラメータ 

初期粒子間隔(cm) 時間増分(sec) 滑り係数 シフト係数 

1.0 5 × 10−4 0.80 0.10 

5.2 解析結果 

解析結果を図-3 に示す. 水塊が右側壁に衝突した際

に発生する波が見られ，安定した圧力分布が評価でき

た．ただし図-4 に示すように自由表面判定に少しでも

誤判定が生じると，虚偽の圧力振動を与えていること

があった． 

   

𝑡 = 0 𝑡 = 0.200 𝑡 = 0.400 

   

𝑡 = 0.600 𝑡 = 0.800 𝑡 = 0.950 

  

 
𝑡 = 1.050 𝑡 = 1.200 

図-3 各時間ステップにおける粒子圧力分布 

 

𝑡 = 0.9455 𝑡 = 0.9460 

  

圧力分布図 自由表面図 圧力分布図 自由表面図 

図-4 圧力分布と自由表面判定の関係 

 

6. 結論 

 自由表面を含む流体解析への高精度モデルの適用に

向け，まずは境界付近での近傍粒子の欠損に関する影

響についての基礎検討を行った．その後，具体的なダ

ムブレイク問題を解析し，高精度 SPH 法の有用性を示

した．その中で，自由表面の誤判定による圧力振動が

より顕著となり計算が不安定になる例も確認された．  
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