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1. 目的 

SPH，MPSなどの粒子法では，一般的に着目粒子か

ら近傍粒子までの距離に応じた固定したカーネル関数

（重み関数の一種）を使った内挿近似を行うため，規

則的な粒子配置の場合のみ，計算精度が担保される．

粒子配置が乱れるほど近似精度が低下するため，粒子

配置を規則的な状態へと再配置を行う粒子のシフティ

ング法と，粒子の乱れに応じた近似モデルの補正の両

者を適切に用いることで高精度化に繋がる．勾配モデ

ルの補正については広く用いられているのに対し，2

階微分の離散近似モデルでは補正が与えられることが

ほとんどない． 

例えば，津波遡上現象を粒子法で解く場合，粒子配

置が均等であることが要求されるため，不必要な場所

にも細かな粒子配置が要求され，計算コストが膨大に

なる．効率的の計算のためには，不規則な粒子配置で

も解析可能なアルゴリズムが必要である． 

そこで本研究では，図-1のように水深に応じて鉛直

方向の座標系を歪ませる σ座標系を用いた σ-SPH法の

構築を目指し，座標変換時に求められる 2階微分の離

散近似モデル（特に混合微分）の提案を行った． 

 

 

 

 

2. 高精度離散近似モデルの導出 

2.1 一般的な離散近似モデルの問題点 

標準的な SPH法の離散近似モデルでは，離散近似を

する以前の積分形でのみ成立する近似を用いて導出す

るため，導出された離散近似モデルは近似精度が保証

されない．そこで本研究では，微分の離散近似モデル

を代入した状態において，Taylor展開の低次項までが

成立するように離散近似モデルの補正を行った． 

2.2 勾配モデル 

勾配補正モデルは Taylor展開の 1次の項まで満足す

るように，勾配補正行列 Lを定義し，通常の勾配モデ

ルに補正行列を作用することで高精度化している． 

⟨𝛻𝜙⟩𝑖 ≔ 𝑳𝑖 ∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗 − 𝑅)𝛻𝑤𝑖𝑗

𝑗

  

        ≅ ∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗)𝑳𝑖𝛻𝑤𝑖𝑗 : =

𝑗

∑ 𝑉𝑗(𝜙𝑖𝑗)𝛻̃𝑤𝑖𝑗

𝑗

 (1) 

𝑳𝑖: = [∑ 𝑉𝑗(𝛻𝑤𝑖𝑗⨂𝒓𝑖𝑗)

𝑗

]

−1

  

𝑉𝑗は𝑗粒子の代表体積，𝜙𝑖は𝑖粒子の物理量(𝜙𝑖𝑗 = 𝜙𝑗 −

𝜙𝑖)，𝑤𝑖𝑗は𝑗粒子の𝑖粒子に対する重み，𝒓𝑖は𝑖粒子の位

置ベクトル(𝒓𝑖𝑗 = 𝒓𝑗 − 𝒓𝑖)を示す．𝑅は Taylor展開の剰

余項であり，この場合は 2次以上の高次項となる．つ

まり，上記の勾配補正モデルは 2次の項以上の高次の

項を無視したモデルである． 

2.3 2階微分・混合微分モデル 

先の勾配補正モデルは，Taylor展開の 2次の項以上

の剰余項を含んでいたことを踏まえ，離散近似した勾

配補正モデルを代入した後でも Taylor展開の 2次の項

まで満足するように，2階微分・混合微分の高精度な

離散近似モデルを導出した．2次元の場合，この補正

2階微分モデルは次式となる． 

∑ 𝑉𝑗

𝒓𝑖𝑗 ∙ 𝛻̃𝑤𝑖𝑗

|𝒓𝑖𝑗|
4

𝑗

𝒒𝑖𝑗𝒑𝑖𝑗
𝑻 [

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑥2

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑦2
2

𝜕2𝜙𝑖

𝜕𝑥𝜕𝑦
]

𝑇

 

= 2 ∑ 𝑉𝑗

𝒓𝑖𝑗 ∙ 𝛻̃𝑤𝑖𝑗

|𝒓𝑖𝑗|
4 𝒒𝑖𝑗 {𝜙𝑖𝑗 − 𝒓𝑖𝑗 ∙ (∑ 𝑉𝑘𝜙𝑖𝑘𝛻̃𝑤𝑖𝑘

𝑘

)}

𝑗

 (2) 

ただし，𝒒𝑖𝑗と𝒑𝑖𝑗は次の式で定義される． 

𝒒𝑖𝑗 = [𝑥𝑖𝑗
2 𝑦𝑖𝑗

2 𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗]
𝑇
 (3) 

𝒑𝑖𝑗 = [𝐴(𝑥, 𝑥) 𝐴(𝑦, 𝑦) 𝐴(𝑥, 𝑦)]𝑇 (4) 

𝐴(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑖𝑗
2 𝑏𝑖𝑗

2 − 𝒓𝑖𝑗 ∙ ∑ 𝑉𝑘𝑎𝑖𝑘𝑏𝑖𝑘𝛻̃𝑤𝑖𝑘

𝑘

 (5) 

ここで，式(2)において係数行列の逆行列を求めること

で，最終的な 2階微分モデルは評価できる． 

 

3. 規定関数による微分モデルの精度検証 

3.1 概要 

精度の比較として，一般的なラプラシアンモデル

NORMALと既往研究(1)で提案されている 3つのモデル

図-1 通常の座標系(左)と σ座標系(右) 
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（NAÏVE (2*), SUM(2*), INVERSE(2*)），式(2)の係数行

列の近似数を変化させた 4つのモデル（NAÏVE(2), 

SUM(2), PART_INVERSE(2), FULL_INVERSE(2)）の計

8つのモデルの比較を行った．ここで，(2*)は混合微分

を除いて導出されたモデル，(2)は混合微分を含めて導

出したモデルである．検証は以下の手順で行った． 

1. 粒子を配置し，関数の情報を与える． 

𝜙(𝑥, 𝑦) = sin(𝜋𝑥) sin(𝜋𝑦)   (0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 2) 

2. 各粒子でラプラシアンとその誤差を求める． 

3. 影響域に十分粒子が存在する粒子に対して 

誤差の平均をとる． 

4. 粒径を小さくし，1~3の操作を繰り返す． 

※ 乱れを与えている場合は，1~3 の操作を 100 回

繰り返し，その平均値で評価する． 

また誤差評価関数は，外れ値の影響を大きく評価する

RMSE (Root Mean Squared Error)とする． 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (⟨𝛻2𝜙⟩𝑖 − 𝛻2𝜙𝑖)

2
𝑖

∑ (𝛻2𝜙𝑖)
2

𝑖

 (6) 

3.2 関数による精度の検証結果 

検証結果を図-2 に示す．一般的なラプラシアンモデ

ル NORMAL では，乱れの有無に関わらず収束性は見ら

れなかった．また，乱れがある場合，混合微分を除いた

モデル(2*のシリーズ)の間では大差はなく，混合微分を

含めたモデル(2 のシリーズ)では導出時の近似が少ない

ほど高精度なモデルであることが確認できた．続いて，

勾配モデルと FULL_INVERSE(2)より導出した混合微

分モデルにおいても同様の検証を行った．勾配におい

て一般的なモデルでは，乱れがない場合でもラプラシ

アンと同様に収束性が見られなかった．また混合微分

モデルの検証結果（図-3）も，ラプラシアンモデル（図

-2）と同様の傾向を示した． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 流体解析による精度検証 

4.1 解析手法・モデル 

ここでは，提案した微分の離散近似モデルを用い，非

圧縮性流体を ISPH法で解いた際の性能を確認する．ラ

プラシアンは FULL_INVERSE(2)を，勾配は 1次精度の

モデルを用いた．修正モデルでも乱れに伴う精度低下

が生じるため，粒子配置の疎密を防ぐ OPS(2)を併用した．

解析モデルは 1辺が 1 (m)の正方形領域の流体（無粘性）

であり，初期条件として正方形領域の図心を中心に角

速度2.0 (rad/sec)を与えた．初期粒子間隔は 1 (cm)，また

時間増分は2.0 × 10−4 (sec)とした． 

4.2 解析結果 

解析結果を図-4 に示す．一般的な離散近似モデルを

用いたものと高精度な離散近似モデルを用いたものの

比較より，後者の粒子配置と圧力分布の精度の向上が

確認できた． 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 結論 

本研究では，σ-SPH法開発の基礎検討として，SPH法

における座標変換に対応可能な混合微分の離散近似モ

デルを導出すると同時に，ラプラシアンの高精度モデ

ルを提案した．まずは，規定関数により誤差評価を行っ

た後に，流体解析における検証により精度の向上を確

認した．今後は，本研究で導出した離散近似モデルを用

いて σ-SPH法へと発展させる予定である． 
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図-4 𝟎. 𝟒秒後の解析結果比較（左：高精度モデル，右：通常モデル） 
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