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1. まえがき 

 定常状態（静止状態）にある構造物に衝撃的な外乱

が作用すると，過渡現象を経て別の定常状態（例えば，

振動状態）に至る．この過渡状態での応力波伝播現象

を正確に評価し，振動状態に移行する過程を理論的に

解明するためには，運動方程式（波動方程式）を高精

度に解かなければならない．しかし，3 次元弾性論に

基づく弾性体の運動方程式が解析的に解けることは稀

で，現実的には数値解析手法に頼らざるを得ない． 

 さて，3 次元動弾性論に基づく運動方程式（Navier

の方程式）の解は，次のように仮定できる 1)． 
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ここで，us(x, t)は準静的解，Ur(x)は r次の固有関数で

あり，Qr(t)は時間関数（基準座標）である．Qr(t)は

Duhamel 積分により解析的に求めることができる．よ

って，数値解析手法には，Ur(x)と，その xに関する 1

階導関数を高次の rまで精度良く求めることが要求さ

れる．通常，運動方程式の空間方向の離散化には，汎

用性の高い有限要素法が用いられるので，そのモード

分解能を把握しておくことは重要である．また，これ

は，新しい応力波伝播問題の解析手法を開発する際に

必要なモード分解能の指標にもなる． 

 本研究では，3 次元動弾性問題における有限要素法

のモード分解能を調べることを目的としている．本稿

では，厳密解を得ることができる周面単純支持された

線形弾性体を対象とし，厳密解を参照解とすることで

有限要素法のモード分解能について考察した． 
 

 

 
 

図-1 矩形線形弾性体と直交座標系 

 

2. 数値実験モデルと有限要素解析の離散化条件 

 図-1 のように長さ a，幅 b，高さ h を有する等質・

等方な線形弾性体と直交座標系を設定した 3 次元動弾

性問題を考える．ここで，u, v, wは，それぞれ，x, y, z

方向の変位成分である．また，弾性体の上下面(z = h, 0)

は自由面とし，周面(x = 0, aおよび y = 0, b)を支持面と

する．本稿では，周面が単純支持され，h/a = 0.1, 0.3, 0.5

の厚さを有する正方形弾性体(b/a = 1)を取り扱う． 

 有限要素解析には，汎用コード ANSYS 15.0 を用い

た．6 面体ソリッド要素の変形性能とモード分解能の

関係を考察するために，1 次要素(SOLID185)と 2 次要

素(SOLID186)を使用し，ソリッド要素が常に立方体に

なるように分割した． 

 

3. 周面単純支持された矩形弾性体の自由振動 

 周面単純支持された矩形弾性体の 3 次元動弾性問題

は，x, y方向へ Fourier 級数展開することで厳密解 1) – 3) 

またはべき級数解 4)を得ることができる．詳細は割愛 

表-1 本研究で計算した無次元固有振動数の厳密解の値とその振動モード：h/a = 0.1, b/a = 1,  = 0.3, m = n = 1 

Method 
Thickness-mode number l (mode sequence number) 
1 (1) 2 (9) 3 (19) 4 (226) 5 (241) 6 (1119) 7 (1399) 8 (1494) 9 (4051)
A1 MS1 S1 MA1 A2 S2 MS2 S3 A3 

Present 5.77691  27.5536  46.5025 196.7720 201.3385 357.4186 390.6396  399.7726 584.3435 
Exact (1970)2) 5.7769 27.554 46.502 196.77 201.34 357.42 390.64 399.77 584.35 
Series (2004)4) 5.7769 27.554 46.503 196.77 201.34 357.42 390.64 399.77 584.34 
Exact (2009)3) 5.7769 27.5536 46.5025 196.7720 201.3385 357.4186 390.6396 399.7726 - 
整数値 m, nは，それぞれ，x, y方向の半波数を意味する． 
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Mode sequence number

図-2 無次元固有振動数の収束性に与える要素分割数 mx × my × mzと要素タイプの影響：h/a = 0.1 
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Mode sequence number

図-3 無次元固有振動数の収束性に与える要素分割数 mx × my × mzと要素タイプの影響：h/a = 0.5 

 

するが，その自由振動は，(1) 面内変位 u, v のみによ

る面内振動(thickness-twist mode)と(2) 面内変位 u, vと

面外変位が連成する面外振動(flexural mode・thickness- 

shear mode と breathing mode)に大別され，それぞれの

固有振動に対して厚さ方向の波数が存在し，中央面(z 

= h/2)に関して逆対称なモード(A)と対称なモード(S)

に分類することができる．文献 1)と文献 2)を参考にし

て計算した無次元固有振動数 = a2/h)(/E)1/2の厳密

解の値とその振動モードを表-1 に示す．ここで，記号

A1 は面外振動の逆対称 1 次モードを，記号 MS2 は面

内振動の対称 2 次モードを意味する．これより，本研

究で計算している厳密解の妥当性が確認できる． 

 

4. 数値実験および考察 

 数値実験では，ポアソン比 = 0.3に設定した．また，

要素分割数は，mx × my × mzで表す．ここで，mx, my, mz

は，それぞれ，x, y, z方向の要素分割数を意味する． 

 図-2 と図-3 は，それぞれ，h/a = 0.1 と h/a = 0.5 であ

る弾性体の無次元固有振動数 = a(/E)1/2 の収束性

に与える要素分割数 mx × my × mzと要素タイプの影響

を示したものである．これより，要素タイプに係わら

ず，要素分割数を増大させるとの値は小さくなり， 

表-2 有限要素法のモード分解能 

h/a SOLID185 SOLID186 

0.1 510 (720,762) 4,200 (684,531) 

0.5 589 (544,428) 2,508 (413,403) 

 

ある値に収束する．ここで，有効数字 3 桁で収束した

のみを指標として，各要素において最も密に要素分

割したときの有限要素法のモード分解能を表-2 に纏

めた．括弧内の数値は自由度数である．1 次要素は，

かなり密に要素分割をし，自由度数が非常に大きいの

にも係わらず，その分解能は低い．他方，2 次要素は，

1 次要素よりもやや少ない自由度数で，分解能はかな

り高くなっている．なお，厳密解との比較を通して得

られる詳細な分解能については，当日発表する． 
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