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１． 研究の背景 

 山体に降った雨による土砂災害や河川への流出

を予測するためには、表層土壌だけでなく地下水

まで含めた広い範囲での水移動を考慮しなければ

ならない[1]。ただし表層土壌から基岩地下水面ま

では水分移動の挙動が複雑な不飽和領域となる。

そのため不飽和浸透流を記述するリチャーズ式は

強い非線形性を有する。同式を数値計算で解くた

めには膨大な計算量となり、分布型流出モデルな

どにそのまま適用するのは難しい。そこで解析解

の利用が考えられる。リチャーズ式を何らかの仮

定により線形化した解析解を導出することができ

れば、分布型流出モデルなどに適用しやすくなる。 

 

２． 研究の方針と目的 

先行研究で用いられているリチャーズ式の解析

解における初期条件と境界条件では、現実的な条

件を設定することが難しい。具体的には湛水の発

生前や地下水が存在している場合の条件設定がで

きない。そこで本研究では Tracyの研究[2]におけ

る解析解の導出を参考に、新たに水分拡散係数を

導入し、境界条件と初期条件をより一般的な形に

変更できる解析解を求めた。その解を用いて、先行

研究と同様の条件と新たに地下水面を考慮した条

件の二つのケースで解の挙動を検討する。さらに、

リチャーズ式を満たすもっとも単純な解である級

数解の第１項のみに着目した簡便な計算法につい

て議論する。 

 

３．解の導出 

不飽和透水係数Kは飽和透水係数𝑘𝑠と相対透水 

係数𝑘𝑟の積で表される。 

𝐾 = 𝑘𝑠 ∙ 𝑘𝑟 

 

ここで相対透水係数と有効飽和度𝑆𝑒が等しい、 

𝑘𝑟 = 𝑆𝑒 

という仮定と水分拡散係数が一定であるという 

二つの仮定を用いて線形化されたリチャーズ式 

は次式のように書ける。 

𝜕𝑆𝑒

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑆𝑒

𝜕𝑧2
− 𝛼

𝜕𝑆𝑒

𝜕z
   (𝛼 =

𝑘𝑠

𝜃𝑠 − 𝜃𝑟
)  (1) 

tは時間、zは土壌上端からの深さ、𝜃𝑠は飽和体積

含水率、𝜃𝑟は残留体積含水率である。この偏微分方

程式を次のような初期・境界条件の下で解く。

𝐵. 𝐶 𝑆(0, 𝑡) = 𝑎, 𝑆(𝐿, 𝑡) = 𝑏, 𝐼. 𝐶    𝑆(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧) 

Lは土壌の長さである。まず(1)式の同次形である、 

𝐷
𝜕2𝑆′

𝜕𝑧2
− 𝛼

𝜕𝑆′

𝜕z
= 0 

の解 𝑆′は次のような形で書ける。 

𝑆′ = 𝐴1 + 𝐴2 ∙ 𝑒
𝛼
𝐷

𝑧  

𝐴1 =
𝑏 − 𝑎𝑒𝛽𝐿

1 − 𝑒𝛽𝐿
, 𝐴2 =

𝑎 − 𝑏

1 − 𝑒𝛽𝐿
 (𝛽 =

𝛼

𝐷
) 

次に新たな変数として、 

𝑢 = 𝑆 + 𝑆′ 

を導入し(1)式に代入すると新たな偏微分方程式と

して次式が得られる。 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
− 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑧
  (2) 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 𝑢(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧) − 𝑆′ 

(2)式の初期値境界値問題は変数分離法を用いて次

のような解を求められる。 

基本解 𝑆𝑒 = 𝐼𝑒−𝐴2𝑡+
𝛽𝑧
2 sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑧 + 𝐴1 + 𝐴2 ∙ 𝑒𝛽𝑧 

一般解 𝑆𝑒 = ∑ (𝐼𝑛 ∙ 𝑒−𝐴2𝑡+
𝛽𝑧
2 ∙ sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑧)

∞

𝑛=1

+ 𝐴1 + 𝐴2 ∙ 𝑒𝛽𝑧 
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𝐼𝑛 =
2

𝐿
∫ (𝑓(𝑧) − 𝐴1 − 𝐴2 ∙ 𝑒𝛽𝑧) ∙ 𝑒−

𝛽𝑧
2 ∙ sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑧 𝑑𝑧

𝐿

0

 

 

４．結果と考察 

各パラメータの値は𝜃𝑠 = 0.35, 𝜃𝑟 = 0.034, 𝑘𝑠 =

0.00034 [cm/sec], 𝐿 = 150 [cm], 𝐷 = 0.005,  𝑎 =

1, 𝑓(𝑧) = 0とする。 

 𝑏 = 0 とした先行研究と同様に初期条件が土壌

全体で乾燥していて、上端飽和と下端乾燥で境界

条件が維持されるというケースの計算結果を図１

に示す。縦軸は深さ、横軸は体積含水率である。 

このように先行研究と同じく、上端から水が浸透

していく様子が見て取れる。 

 次に𝑏 = 1として土壌下端に地下水面があると

いう条件で計算を行った結果を図２に示す。地下

水面からの水の吸い上げによる土壌の下層での水

分量の増加を表現できている。 

また発展として計算量を減らすため、級数解の

第 1 項のみで解の挙動の計算を行った。初期条件

以外は図２のケースと同様の条件とした。また Iの

値については、本来初期条件を考慮する議論が必

要になる。ただここでは簡便のため現実的にとり

得て変化のわかりやすい I =－0.0000013 とした

（図３）。初期条件を任意に決めることができなく

なったため、最初から浸透が下部まで達している

状態から浸透が開始されたが、解の挙動自体は同

様の形となった。 

 

 

 

図２ 地下水面を考慮した解の挙動 

５．結論 

 一定水分量境界のリチャーズ式の解析解を導出

することによって、地下水面を考慮した条件での

浸透を表現できた。また級数を取らない単純な解

でも、初期条件によっては適用の可能性が示唆さ

れた。 
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図１ 上端のみ飽和の解の挙動 

 

 

図３ 級数第一項までの解の挙動 
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