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1. はじめに
山地河道における間欠的な土石流は，流れの不安定性に

基づく転波列の一種であると考えられる 1)．このような現

象は，中国の粘性土石流と呼ばれる土石流流下現象が代表

的なものであるが，近年，欧州のオーストリア，イタリア，

スイス等の研究者によってヨーロッパアルプスでも，観測

技術の向上により，多数観測されて来ている．通常の単発

的な土石流流下現象であっても短時間に複数のサージが流

下していることも珍しくない．

このような現象を検討するうえで，その水面の波動性を

表す波動方程式を明らかにすることは大変重要である．一

方，土石流の流動モデルには，ダイラタント流体モデルや

ビンガム流体モデルなどいくつもの流体モデルが提案され

ている．これは一見同じような土石流の流体であっても流

れを構成している粒子径や流速などの条件によって支配的

な流動機構が異なることを意味しているものでもあると言

える．そこで本研究では，これらの流体モデルが転波列性

サージの波動性にどのように影響するかを明らかにするた

め，流動機構の抵抗則を一般化する摩擦損失係数と運動量

補正係数を含む波動方程式の導出を目的としている．

2. 基礎方程式
傾斜水路上に生成される急激な水深変化を有するサージ

流下現象を検討するための水面変動方程式（波動方程式）を

得ることを目的としている．座標系を図-1のように，流下
方向を x，その垂直方向 (水深方向)を yとし，流体を一様

流体で非圧縮 (divv⃗ = 0)，非回転 (rot⃗v = 0)の関係より速度
ポテンシャル ϕを導入すると，次式のラプラス方程式の関

係がある．

ϕxx + ϕyy = 0. (1)

ここに，微分表示を添え字で表し ∂2ϕ/∂x2 = ϕxx 等とする

（以下同じ）．

水底 (y = −h0)での境界条件は，水深方向 (y方向)の速度
成分を vとすると，

v = ϕx = 0, (y = −h0). (2)

水面の変形と水面の水粒子の運動が一致する条件は，水

深 h0からの水面の変動成分を η(x, t)とすると，次式の関係
がある．

ϕy − ηt − ϕxηx = 0, (y = 0). (3)

浅水域の湛水状態での水面変動の波動方程式の導出では，—————————————————————————
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図-1座標系

水面変動条件としてベルヌーイの式が用いられる．著者ら

は，この水面変動条件に浅水流の運動方程式を基にした式

を用い，水面変動の波動方程式を得ている 2)．しかし，流

体モデルの違いは考慮していない．ここでは，流体モデル

の特性を表す運動量補正係数 βと摩擦損失係数 f ′を含めた

水面変動条件として次式を用いる．

ϕt +
1
2

(2β − 1) (ϕx)2 − g sin θ x + g cos θ h

+
f ′

2
u0

h0
ϕ + (β − 1)

u0

h0

∫
ϕxηxdx = 0

(4)

ここに，β：運動量補正係数，g：重力加速度，θ：水路勾配，

h = h0 + η：水深， f ′：摩擦損失係数，u0：平均流速，h0：平

均水深．式 (4)の左辺第１項はポテンシャルの時間変動項，
第２項は運動エネルギー，第３項は位置エネルギー，第４

項は比エネルギー，第５項は底面摩擦による損失項，第６

項は水深方向の流速分布が一様でない場合の水面変動によ

る付加エネルギー項である．

3. 無次元基礎方程式と摂動展開
代表長さを平均水深 h0，代表流速をGerdner-Morikawa(G-

M)変換

ξ = ϵ
1
2

(
x − vp0t

)
, τ = ϵ

3
2 t (5)

における位相速度パラメータ vp0とする．ϵは摂動展開にお

ける微小パラメータである．これより無次元量を次のよう

に定義し，無次元量にプライムを付す．

ϕ′ = ϕ/(h0vp0), x′ = x/h0, y′ = y/h0,

t′ =
(
vp0/h0

)
t, η′ = η/h0. (6)

これより，ξ，τの無次元量 ξ′，τ′ は次式のようである．

ξ′ = ϵ
1
2 (x′ − t′), τ′ = ϵ

3
2 t′ (7)

これらより式 (1)∼式 (4)の基礎方程式の無次元表示は次式
のようである．

ϕ′x′x′ + ϕ
′
y′y′ = 0, (8)

ϕ′y′ = 0, (y′ = −1), (9)

II-024 土木学会中部支部研究発表会 (2018.3)

-111-



−ϕ′y′ + η′t′ + ϕ′x′η′x′ = 0, (y′ = 0), (10)

ϕ′t′ +
1
2

(2β − 1)
(
ϕ′x′

)2 − c0
′2 tan θ x′

+ c0
′2(1 + η′) +

f ′

2
u0
′c0
′ϕ′

+ (β − 1)u0
′c0
′
∫
ϕ′x′η

′
x′dx′ = 0. (11)

ここに，u0
′ = u0/c0, c0

′ = c0/vp0, c0 =
√

gh0 cos θ.
平均水深 h0からの変動量 ηおよび速度ポテンシャル ϕの

摂動展開は，無次元量を

η′ = η/h0, η
′(1)
= η(1)/h0, η

′(2)
= η(2)/h0, · · · ,

ϕ′ = ϕ/(h0vp0), ϕ′(1)
= ϕ(1)/(h0vp0), · · · (12)

と定義すると，η′，ϕ′ の無次元摂動展開として

η′ = ϵη′(1)(ξ′, τ′) + ϵ2η′(2)(ξ′, τ′) + · · · , (13)

ϕ′ = ϵ
1
2 ϕ′(1)(ξ′, y′, τ′) + ϵ

3
2 ϕ′(2)(ξ′, y′, τ′) + · · · (14)

と表される．また，y′ = 0の近傍 η′におけるϕ′のBoussinesq
による Taylor展開を用いる．これらより，無次元基礎方程
式の摂動展開は次のように表せる．

式 (8)のラプラス方程式は

ϕ′x′x′ + ϕ
′
y′y′

= ϵ
3
2 ϕ′(1)
ξ′ξ′ + ϵ

5
2 ϕ′(2)
ξ′ξ′ + ϵ

7
2 ϕ′(3)
ξ′ξ′ + · · ·

+ ϵ
1
2 ϕ′(1)

y′y′ + ϵ
3
2 ϕ′(2)

y′y′ + ϵ
5
2 ϕ′(3)

y′y′ + · · ·
= 0. (15)

式 (9)の水底条件は，

ϕ′y′ = ϵ
1
2 ϕ′(1)

y′ + ϵ
3
2 ϕ′(2)

y′ + ϵ
5
2 ϕ′(3)

y′ + · · ·

= 0. (16)

式 (10)の水面条件は，

−ϕ′y′ + η′t′ + ϕ′x′η′x′
= −ϕ′y′ − ϵ

1
2 η′ξ′ + ϵ

3
2 η′τ′ + ϵϕ

′
ξ′ η
′
ξ′

= −ϵ 1
2 ϕ′(1)

y′ − ϵ
3
2 η′(1)ϕ′(1)

y′y′ − ϵ
5
2 η′(2)ϕ′(1)

y′y′ − · · ·
− ϵ 3

2 ϕ′(2)
y′ − ϵ

5
2 η′(1)ϕ′(2)

y′y′ − ϵ
7
2 η′(2)ϕ′(2)

y′y′ − · · ·
− ϵ 5

2 ϕ′(3)
y′ − ϵ

7
2 η′(1)ϕ′(3)

y′y′ − ϵ
9
2 η′(2)ϕ′(3)

y′y′ − · · ·
− ϵ 3

2 η′(1)
ξ′ − ϵ

5
2 η′(2)
ξ′ − ϵ

7
2 η′(3)
ξ′ − · · ·

+ ϵ
5
2 η′(1)
τ′ + ϵ

7
2 η′(2)
τ′ + ϵ

9
2 η′(3)
τ′ + · · ·

+ ϵ
5
2 ϕ′(1)
ξ′ η

′(1)
ξ′ + ϵ

7
2 ϕ′(1)
ξ′ η

′(2)
ξ′ + ϵ

7
2 ϕ′(2)
ξ′ η

′(1)
ξ′

+ ϵ
9
2 ϕ′(2)
ξ′ η

′(2)
ξ′ + · · · = 0. (17)

式 (11)の水面変動条件は，

ϕ′t′ +
1
2

(2β − 1)
(
ϕ′x′

)2 − c0
′2 tan θ x′ + c0

′2 + c0
′2η′

+
f ′

2
u0
′c0
′ϕ′′ + (β − 1)u0

′c0
′
∫
ϕ′x′η

′
x′dx

= −ϵϕ′(1)
ξ′ − ϵ

2ϕ′(2)
ξ′ − ϵ

3ϕ′(3)
ξ′ − · · ·

+ ϵ2ϕ′(1)
τ′ + ϵ

3ϕ′(2)
τ′ + ϵ

4ϕ′(3)
τ′ + · · ·

+
1
2

(2β − 1)
{
ϵ2

(
ϕ′(1)
ξ′

)2
+ 2ϵ3ϕ′(1)

ξ′ ϕ
′(2)
ξ′

+ ϵ4
(
ϕ′(2)
ξ′

)2
+ · · ·

}
− c0

′2 tan θ x′ + c0
′2

+ c0
′2

(
ϵη′(1)

+ ϵ2η′(2)
+ ϵ3η′(3)

+ · · ·
)

+
f ′

2
u0
′c0
′
{

ϵ
1
2 ϕ′(1)

+

(
ϵ

3
2 η′(1)

+ ϵ
5
2 η′(2)

+ · · ·
)
ϕ′(1)

y′ + · · ·

+ ϵ
3
2 ϕ′(2)

+

(
ϵ

5
2 η′(1)

+ ϵ
7
2 η′(2)

+ · · ·
)
ϕ′(2)

y′ + · · ·

+ ϵ
5
2 ϕ′(3)

+

(
ϵ

7
2 η′(1)

+ ϵ
9
2 η′(2)

+ · · ·
)
ϕ′(3)

y′ + · · ·
}

+ (β − 1)u0
′c0
′
{
ϵ2

∫
ϕ′(1)
ξ′ η
′(1)
ξ′ dξ′

+ ϵ3
∫
ϕ′(1)
ξ′ η
′(2)
ξ′ dξ′ + ϵ3

∫
ϕ′(2)
ξ′ η
′(1)
ξ′ dξ′

+ ϵ4
∫
ϕ′(2)
ξ′ η
′(2)
ξ′ dξ′ + · · ·

}
= 0 (18)

である．

4. 波動方程式および考察
基礎方程式の摂動展開方程式を満足する必要条件は，各

方程式において ϵ の次数別の項の和がそれぞれ 0となるこ
とである．したがって，以上の摂動展開方程式から ϵ の次

数別の関係式を求め，ϵ
5
2 までの関係式から η′(1)の関係式に

集約し，η′(1) の方程式の導出結果だけを記せば下記のよう

である．ただし，η′(1) を η′ と記している．

η′τ′ +
1
2

{
(2β + 1)c0

′2 + (β − 1)u0
′c0
′
}
η′η′ξ′

− 1
4

(
1

c0
′2 −

1
2

)
f ′u0

′c0
′η′ξ′ξ′

+
1
2

(
2 + c0

′4

2c0
′2 −

3
2

)
η′ξ′ξ′ξ′ = 0. (19)

得られた式 (19)は KdV-Burgers型の方程式である．この
結果によると流れの流速分布形の影響を示す運動量補正係

数 βは第 2項の非線形項に関係し，流れの抵抗を表す摩擦
損失係数 f ′は第 3項の散逸項に関係している．また，第 4
項の分散項の係数には βや f ′がここでの摂動展開の近似で

は含まれていないため，それらの影響が少ないことを示し

ている．
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