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本研究では、3次元弾性波動問題を演算子積分境界要素法により解析することを目標としている。ここでは、
境界要素法の定式化および高速多重極法適用の方針について簡潔に述べる。演算子積分境界要素法の利点の一
つは基本解の Laplace変換を積分核の構成に使うので、時間域の基本解を求めることが困難な粘弾性波動問題
の場合にもまったく同じものを使えるということである。

1 弾性波動問題と演算子積分境界要素法

等方弾性体の波動伝播問題を対象とする。弾性波動問題の初期値境界値問題は変位 ui に関する運動方程式

c2Tui,jj + (c2L − c2T )uj,ji +
Xi

ρ
=
∂2ui

∂t2
(1)

および、時刻 t = 0 における初期条件と境界条件

ui(x, 0) = u0
i (x), u̇i(x, 0) = v0

i (x) t = 0, x ∈ B (2)

ui(x, t) = ûi(x, t) x ∈ ∂B1, si(x, t) = T n
ijuj(x, t) = ŝi(x, t) x ∈ ∂B2 (3)

により与えられる。ここに、cL、cT は縦波および横波速度、Xi は物体力、ρ は質量密度である。また、T n
ij は

変位から応力ベクトルを導く作用素である。
初期値境界値問題 (1)、(2)、(3)の解 ui は時間領域境界積分方程式 (Loveの積分公式)

Cij(x)uj(x, t) =
◦

ui(x, t) +

∫

∂B
Gij(x,y, ·) ∗ sj(y, t) dSy −

∫

∂B
Sij(x,y, ·) ∗ uj(y, t) dSy (4)

により与えらえる。ここに、Gij、Sij は基本解および二重層核、
◦

ui は初期値あるいは外部からの擾乱による
変位、Cij は自由項であり、領域内部で δij、なめらかな境界上で δij/2、領域外部で 0 の値をとる。

Loveの公式における繰り込み積を、Lubichの演算子積分法により近似してやると、時間域において離散化
された積分方程式

Cij(x)uj(x, n∆t) =
◦

ui(x, n∆t)

+
n

∑

k=1

∫

∂B
G̃n−k

ij (x,y,∆t)sj(y, k∆t) dSy −
n

∑

k=1

∫

∂B
S̃ n−k

ij (x,y,∆t)uj(y, k∆t) dSy (5)

が得られる。影響関数 G̃m
ij 、S̃

m
ij は次のようになる。

G̃m
ij (x,y,∆t) =

µ−m

L

L−1
∑

l=0

Ĝij

(

x,y,
δ(ζl)

∆t

)

e−2πiml/L (6)

S̃m
ij (x,y,∆t) =

µ−m

L

L−1
∑

l=0

Ŝij

(

x,y,
δ(ζl)

∆t

)

e−2πiml/L (7)
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ここに、δ(ζ) は線形多段階法の生成多項式の商、0 < µ < 1 は精度調整のパラメータであり、ζl = µe2/piil/L

である。Ĝij、Ŝij は基本解の Laplace変換および対応する二重層核で、Laplace変換パラメータ p について

Ĝij(x,y, p) =
1

G

[

gT δij −
1

κ2
T

(gT − gL),ij

]

(8)

となる。ここに、G = ρc2T はせん断弾性係数である。gL、gT は、それぞれ、縦波および横波単独の波動方程
式の基本解の Laplace変換で、r = |x − y| とするとき

gL(r) =
e−κLr

4πr
, gT (r) =

e−κT r

4πr
(9)

である。

2 高速多重極法の導入

高速多重極法は境界点相互の影響を高速に計算する方法である。要素数の多い問題に対しては、遅延ポテン
シャルの計算に効果的に利用できる。演算子積分境界要素法の場合には、(5)に現れる境界積分を

n
∑

k=1

∫

∂B
G̃n−k

ij (x,y,∆t)sj(y, k∆t) dSy =
n

∑

k=1

µ−(n−k)

L

L−1
∑

l=0

e−2πi(n−k)l/L
∫

∂B
Ĝij

(

x,y,
δ(ζl)

∆t

)

sj(y, k∆t) dSy

と書き直して、境界積分の部分を高速化する。
高速多重極法の導入には、変位場の Helmholtz分解が利用できる。すなわち、点 y に力 Xi が作用するとき

の基本解による場

ui(x) = Ĝij(x,y)Xj (10)

について考える。(8)により

ui(x) =
1

G

[

gT δij −
1

κ2
T

(gT − gL),ij

]

Xj =
1

Gκ2
T

[

((gL),jXj),i + eijk (eklm(gT ),mXl),j

]

(11)

となる。最後の項において、ポテンシャル

φG(x) =
1

Gκ2
T

(gL),j(x,y)Xj , ψG
i (x) =

eijk
Gκ2

T

(gT ),k(x,y)Xj (12)

を導入すれば、基本解による場の Helmholtz分解が得られる。同様に、点 y におけるくい違い Ui による二重
層核の場についても

ui(x) = Ŝij(x,y)Uj = −
1

Gκ2
T

[

(Vjk(gL),jk),i + eijk (eklmVln(gT ),mn),j

]

(13)

ここに、
Vij = λδijn

y
kUk +G(ny

iUj + ny
jUi) (14)

と書くことができて、二重層核のためのポテンシャル

φS(x) = −
1

Gκ2
T

(gL),ij(x,y)Vij , ψS
i (x) = −

eijk
Gκ2

T

(gT ),kl(x,y)Vjl (15)

を導入することができる。結局、縦波による φ と横波による ψi とについて高速多重極法を構成すればよく。
弾性波動問題の高速多重極法はスカラー波動問題の多重極展開 4つで構成されることがわかる。
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