
演算子積分法を用いた時間領域境界要素法による
多群中性子拡散問題の解析

福井大学大学院 学生会員 ○ 山口 潤
福井大学大学院 正 会 員 福井 卓雄

1 はじめに

本論文では、多群中性子拡散方程式の時間領域境界要素

法を Lubichの演算子積分法を適用して定式化する。

2 群中性子拡散問題

N 群中性子拡散方程式について、i群の中性子束を ϕiと

するとき、i群の群拡散方程式は(
δij∇2 − Aij + Bij

)
ϕj + si =

1
Cij

∂ϕj

∂t
(1)

のように表すことができる。ただし、群は中性子エネル

ギーの大きいほうから番号付けされている。以下では、添

字については総和規約を適用するものとする。ここで、(1)
中の各物理量について説明していく。siは中性子源の i群

への寄与分である。Aij , Cij は対角行列であり、その対角

項は

Aii = Ai =
1
Di

Σai +
N∑

j=i+1

Σi→j

 (2)

Cij = Ci = viDi (3)

により与えられる。ここに、Σaiは i群の巨視的吸収断面

積、Σi→j は i群から j 群への巨視的群遷移散乱断面積で

ある。ここでは、中性子が散乱されるとエネルギーを失う

と仮定しているため、Σi→j = 0 (i ≥ j)である。viは i群

の中性子の速度、Diは i群の群拡散係数である。Bij は群

間の相互作用に関する係数で

Bij =
1
Di

(
Σi→j + χiνΣj

f

)
(4)

により与えられる。ここに、Σi
f は i群の群平均巨視的核分

裂断面積、χiは i群にエネルギーを持って発生する核分裂

中性子の平均個数である。また、上の定義式 (2)(3)(4)に
おいては総和規約は適用しないものとする。

初期条件および境界条件は

ϕi(x, 0) = ϕ0
i (x) x ∈ B (5)

ϕi(x, t) = ϕ̂0
i (x, t) x ∈ ∂B1 (6)

∂ϕi

∂n
(x, t) = Ĵi(x) x ∈ ∂B2 (7)

となる。ここに、Bおよび ∂Bは与えられた領域およびそ

の境界であり、ϕ0
i および Ĵiはそれぞれ境界上で与えられ

た群中性子束および群中性子流密度である。

3 時間領域境界要素法

3.1 境界積分方程式

N 元連立偏微分方程式 (1)の初期値境界値問題の解 ϕi

は、もし、方程式 (1)の解 Gij(x, y, 0)の存在を仮定する
ことができれば、一般化 Green公式

C (xϕi(x, t)) =
∫

B

Gij(x, y, ·) ∗ sj(y, t) dVy

+
∫

B

Gij(x, y, ·)ϕj(y, 0) dVy

+
∫

∂B

Gij(x, y, ·) ∗ ∂ϕj(y, 0)
∂n

dSy

−
∫

∂B

Sij(x, y, ·) ∗ ϕj(y, t) dSy (8)

により表すことができる。ここに、f ∗ g は繰込み積であ

る。C(x)は自由項であり、xが領域内部にあるとき 1、な
めらかな境界上にあるとき 1/2、境界外部にあるとき 0の
値をとる。また、添字 yは yについての積分であることを

示す。Sij(x, y, t)は二重層核であり、基本解により

Sij(x,y, t) =
∂Gij(x, y, t)

∂ny
(9)

で与えられる。(8)において、右辺第 1項は中性子源によ
る項、第 2項は初期値による項、第 3項は境界値 ∂ϕi/∂n

による項、第 4項は境界値 ϕiによる項である。(8)は xが

境界上にあるとき、道の境界値に関する境界積分方程式で

ある。

3.2 時間領域境界要素法

時間域において演算子積分法を適用し、空間域において

境界および領域を要素に分割し、境界関数および領域関数

について近似を導入すると、境界要素法を構成することが

できる。

土木学会中部支部研究発表会 (2010.3)I-002

-3-



離散化後の境界積分方程式 (8)は

C(x)ϕi(x, n∆t) ≃
MB∑
J

n∑
k=1

Ān−k
ij,J (x)sj,J(k∆t)

+
MB∑
J

Āij,J(x)ϕj,J(0) +
M∑
J

n∑
k=1

An−k
ij,J (x)Jj,J(k∆t)

−
M∑
J

n∑
k=1

Bn−k
ij,J (x)ϕj,J(k∆t) (10)

となる。ここに、M, MB はそれぞれ、境界および領域内

の要素分割数である。ここで、一定要素を用い、境界要素

および領域要素についての近似関数を

βi =

{
1 x ∈ Ei

0 other
, β̄i =

{
1 x ∈ Ēi

0 other
(11)

とする。ここに、Ei, Ēiはそれぞれ、i番目の境界要素およ
び領域要素である。このとき、影響関数Am

ij,J(x), Bm
ij,J(x)

および Ām
ij,J(x)は

Am
ij,J(x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
EJ

Ĝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t
dSy

)]
e−2πi ml

L

Bm
ij,J(x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
EJ

Ŝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t
dSy

)]
e−2πi ml

L

Ām
ij,J(x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
ĒJ

Ĝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t
dVy

)]
e−2πi ml

L

となる。ここに、Ĝij および Ŝij は基本解および二重層核

の Laplace変換である。

4 群拡散方程式の基本解

4.1 Laplace像空間における群拡散方程式

中性子束 ϕの Laplace変換を

ϕ̄(p) =
∫ ∞

0

ϕ(t)e−pt dt (12)

で定義する。このとき、方程式 (1)の Laplace変換は

L̄ij ϕ̄i =
(
δij∇2 − Āij + Bij

)
ϕ̄i = −si (13)

となり、時間に依存しない方程式となる。ここに、Āij =
Aij + pCij は対角行列であるが、Laplace変換パラメータ
pを含んでいるため、複素行列となり得る。

4.2 Laplace像空間における基本解

方程式 (13)の基本解は

L̄ijḠjk(x) = −δikδ(x) (14)

の解である。ここでは、空間座標に関する Fourier変換

ϕ̃(ξ) =
∫ ∞

−∞
ϕ(x)eiξixi dx (15)

を用いて基本解を求める。(13)の Fourier変換は

(Mij − δij) G̃ij(ξ) = L̃ijG̃ij(ξ)

=
(
−δijξkξk − Āij + Bij

)
= −δik (16)

となる。これを行列表現すると

(M − λI) G̃ = −I (17)

となる。行列Mの固有方程式は

|M − λI| = 0 (18)

である。この方程式は、代数学の基本定理により、N 個

の固有値 λ1, λ2, · · · , λN を持つ。それぞれの固有値に対し

て、同次方程式

Mpi = λipi, i = 1, 2, · · · , N (19)

により、右固有ベクトル p1,p2, · · · ,pN を得ることがで

きる。右固有ベクトルを列ベクトルとする行列 P =
{p1,p2, · · · ,pN}を導入すると (19)により

MP = Pdiag(λ∗) (20)

の関係がある。ここに、diag(λ∗)は対角行列

diag(λ∗) =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · λN

 (21)

を表す。(20)により、

P−1MP = diag(λ∗) (22)

となる。すなわち、行列Pは行列Mを変換して対角行列

にする。方程式 (17)に Pを作用させることにより G̃は

G̃ = −Pdiag
(

1
λ∗ − λi

)
P−1 (23)

により求めることができる。この式の右辺は 1/(λi − λ)
(i = 1, 2, · · · , N)の線形結合となっている。

(23)により、Laplace像空間での基本解は

G̃(x) = Pdiag [g(κ∗|x|)]P−1 (24)

となる。
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