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1. はじめに
これまで,境界要素法における時間領域解法では,時・空

間について離散化を行い,各時刻の解をそれ以前の境界デー

タから求める時間領域境界要素法が用いられてきた. しか

しながら,そのような従来の手法では,時間増分∆tを慎重

に決定しなければ,解が不安定になるということが知られ

ている. これは,時間領域境界積分方程式の中に現れる,時

間に関する繰込み積分の計算に起因するものである.

そこで,近年,繰込み積分を精度良く,かつ安定に計算す

るため, Lubichによって提案された演算子積分法 1)を境界

要素法へ適用した演算子積分時間領域境界要素法が研究さ

れている.

本報告では,この演算子積分時間領域境界要素法を用い

た二次元非定常熱伝導問題について述べる.以下では,まず

演算子積分法とその境界要素法への適用方法について述べ

る.最後に数値解析例を示し,本手法の有効性について検討

する.

2. 演算子積分法
Lubichは繰込み積分 f(t)∗g(t)を時間依存の関数 f(t−τ)

のラプラス変換を用いて離散化近似する手法を提案した.一

般的に繰込み積分は次のように表される.

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t − τ)g(τ)dτ, t ≥ 0 (1)

ここに, ∗は繰込み積分を表す. 演算子積分法では,時間

tを時間増分∆tを用いてN ステップに分割することによ

り,式 (1)における繰込み積分を次のように近似する.

f(n∆t) ∗ g(n∆t) ≃
n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t),

(n = 0, 1, · · · , N) (2)

ここに, ωn(∆t)は重み関数であり,次のように表される.

ωn(∆t) ≃ ρ−n

L

L−1∑
l=0

F

(
γ(zl)
∆t

)
e−i 2πln

L (3)

ここに, F は時間依存の関数 f のラプラス変換である.ま

た, γ(zl)は線形マルチステップ法 (差分法)における生成多

項式の商であり, zl = ρei2πl/Lによって表される.パラメー

タ ρは ρL =
√

ϵにより決定され, Lは定数, ϵは目標とする

精度である.
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図–1 解くべき問題

3. 非定常熱伝導問題における

時間領域境界要素法の定式化
図-1に示すような二次元非定常熱伝導問題を考える. こ

こで,扱うべき支配方程式,及び境界条件・初期条件は次の

ように表される.

∇2u =
1
α

∂u

∂t
(4)

u = û on Γ1, q = q̂ on Γ2, Γ2 = Γ\Γ1 (5)

u = u0 on Ω (6)

ここに, Ωは問題とする領域, Γはその境界を表す.また,

αは温度拡散係数であり, uは温度, qは uの外向き法線方

向微分である. û, q̂ は与えられた境界条件であり, u0 は領

域内の初期条件である.この問題の解は,次の時間領域境界

積分方程式を解くことにより求められる.

C(x)u(x, t) =
1
α

∫
Ω

G(x, y, 0)u0(y)dΩy

+
∫

Γ

G(x, y, t) ∗ q(y, t)dΓy −
∫

Γ

S(x, y, t) ∗ u(y, t)dΓy

(7)

ここに, xは観測点, yはソース点と呼ばれる.また, C(x)

は自由項であり, xが滑らかな境界上なら 1/2,領域内部な

ら 1,それ以外では 0を取る. G(x, y, t), S(x, y, t)は基本解,

及び対応する二重層核であり,次のように表される.

G(x,y, t) =
1

4π(t − τ)
exp

{
−r2

4α(t − τ)

}
(8)

S(x,y, t) =
−r

8πα(t − τ)2
exp

{
−r2

4α(t − τ)

}
∂r

∂ny
(9)

ここに, r = |x − y|によって定義される. 式 (7)におい

て,右辺第二項・第三項は繰込み積分を含む.従来の時間領

域境界要素法では,この繰込み積分のために,時間増分 ∆t

を慎重に選ばなければ,時間ステップが増加するとともに

解が不安定になるという欠点を持つ.
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4. 演算子積分時間領域境界要素法
前節で述べたような欠点を改善するため,時間領域境界

要素法に演算子積分法を適用する.まず,式 (7)において,境

界をMΓ個,領域内をMΩ個の一定要素で離散化し,数値的

に解くことを考える.時間増分を∆tとし, x, yをそれぞれ

i, jに対応させて書き直すと,第 nステップにおける離散化

された時間領域境界積分方程式は,次のように表される.

Ciui(n∆t) =
1
α

MΩ∑
j=1

Āiju0j

+
MΓ∑
j=1

n∑
k=1

[
An−k

ij qj(k∆t) − Bn−k
ij uj(k∆t)

]
(10)

ここに, Āij , A
m
ij , Bm

ij は影響関数であり,それぞれ次のよ

うに表される.

Āij =
∫

Ω

G(xi, yj , 0)dΩy (11)

Am
ij =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

∫
Γ

Ĝ(xi, yj , sl)e−i 2πml
L dΓy (12)

Bm
ij =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

∫
Γ

Ŝ(xi, yj , sl)e−i 2πml
L dΓy (13)

ここに, sl = γ(zl)/∆t で定義される. 式 (12),(13)はそ

れぞれ離散フーリエ変換の形で表されているため, FFTを

利用することにより高速に計算することができる. また,

Ĝ(x, y, sl), Ŝ(x, y, sl)は,ラプラス変換域の基本解,及び対

応する二重層核であり,次のように表される.

Ĝ(x, y, s) =
1
2π

K0(κr) (14)

Ŝ(x, y, s) = − κ

2π
K1(κr)

∂r

∂ny
(15)

ここに, κ =
√

s/αであり, Kn は n次の第 2種変形ベッ

セル関数である.尚,式 (7)における右辺第一項は繰込み積

分ではないため,影響関数 Āは時間領域の基本解を用いて

計算する. 式 (8),(14),(15)を用いて影響関数 (11),(12),(13)

を計算し,境界条件を考慮の下に式 (10)を逐次的に解くこ

とにより,境界上の未知量を決定することが出来る.

5. 数値解析例
図-2に示すような,一辺が 2.0[m] の正方領域における

二次元非定常熱伝導問題を考える. 温度拡散係数 α =

0.139[m2/sec]とし,境界条件は全ての境界上において u =

0.0[℃],領域内部の初期温度は u0 = 1.0[℃]を与える.境界

上は一定要素を用い,一辺を 15個に分割し,領域内部は四角

形の一定要素を用い, 15× 15の計 225個に分割した.また,

L = N = 512, ϵ = 10−20 とし,時間増分∆t = 0.02[sec]と

した.図-3は,図-2における点A(0.0, 0.0),及び点B(0.5, 0.5)

における温度の時刻歴を,解析解 2)と比較したものである.
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図–2 問題とする領域とその要素分割

A

B

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Time[sec]

T
e
m
p
e
r
a
tu
r
e
[℃
]
Exact

BEM

図–3 点 A, 点 Bにおける温度の時刻歴

両者はよく一致していることから,本手法の精度が高いこ

とがわかる. 尚,本解析では影響関数 A0,及び B0 に対し,

r2/α ≤ ∆tを指標とした切捨てを行い,記憶容量の削減を

図った.

6. おわりに
二次元非定常熱伝導問題における時間領域境界要素法に

対し,演算子積分法を適用した. また,数値解析によって得

られた解と解析解を比較するこにより,本手法の有効性に

ついて示した.

しかしながら,本手法では領域積分が必要となり,境界要

素法の利点を生かしきれていない. よって今後は,領域積

分項の効率的な取り扱いについて,またそれと共に,赤外線

サーモグラフィーを用いた非破壊検査シミュレーションを

行うことも視野に入れ,研究を進める予定である.
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