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1 はじめに

Lubichによる演算子積分法は各種の時間領域境界要素
法を定式化する際の強力な手法である。その特徴としては,
離散化された境界要素法の安定性が良いこと, 時間領域問
題の特異解の Laplace変換だけを用いるので, 基本解が閉
じた形で決定できない問題も容易に定式化できることなど

が挙げられる。

本論文では, Lubichの演算子積分法を用いた時間領域境
界要素法により, 4群中性子拡散解析を行い, 本手法の適用
性を広げることを目的とする。

2 4群中性子拡散方程式と解の積分表現

本論文において, 4群中性子拡散方程式を以下のように
表記する。(

δij∇2 − Aij + Bij

)
ϕj =

1
Cij

∂ϕj

∂t
, (i = 1, 2, 3, 4)(1)

ただし, 添字については総和規約を適用するものとする。
すなわち, 繰り返される添字については j = 1, 2, 3, 4の和
を取る。ここに, Bij は次式により定義される。

Bij =
1
Di

(
Σj→i + χjνΣj

f

)
(2)

ここで, Σj
f は j群の群平均巨視的断面積, νは核分裂一回で

発生する中性子の平均個数, χj は j群にエネルギーを持っ

て発生する核分裂中性子の平均個数, Diは群拡散係数であ

る。ただし, 下方散乱を定義しているので, Σj→i (j ≥ i)
である。また, Aij および Cij は対角行列であり, それぞれ

Aii = Ai =
1
Di

Σai +
N∑

j=i+1

Σi→j

 (3)

Cii = Ci =
1

viDi
(4)

で定義する。ただし, この定義においては総和規約は適用
しない。

方程式 (1)の初期値境界値問題を解くことを考える。対
象とする領域を B, その境界を ∂B とすると, 境界上にお
いて, 境界値の組 ϕj(x, t)または ∂ϕj(x, t)/∂nのどちらか

が与えられているとき, 問題の解は

C(x)ϕi(x, t) =
∫

∂B

Gij(x, y, t) ∗ ∂ϕj(y, t)
∂n

dSy

−
∫

∂B

Sij(x, y, t) ∗ ϕj(y, t)dSy

+
∫

B

Gij(x, y, t)ϕj(x, 0)dVy (5)

となる。ここに C(x)は自由項であり, Gij は基本解であ

る。また, Sij は二重層核であり, 次式で表される。

Sij(x,y, t) =
∂Gij(y, x, t)

∂ny
(6)

3 演算子積分法による境界要素法の定式化

Lubichは, 繰り込み積分

f ∗ g(x) =
∫ x

0

f(x − t)g(t)dt (x ≥ 0) (7)

の離散化繰り込み積

N∑
j=0

ωj(∆t)g(x − j∆t) (8)

における重み ωj を

ωn =
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

F

(
δ(ζ)
∆t

)
ζ−n−1dζ

≃ ρ−n

L

L−1∑
l=0

F

(
δ(ζl)
∆t

)
e−2πinl/L (9)

によって与える方法を提案した。ここに, F は f のLaplace
変換であり, δ(ζ) =

∑∞
j=0 δjζ

jは差分法 (線形多段解法)に
おける生成多項式の商である。また, ζl = ρe2πil/Lであり,
ρ < 1は要求される精度により決定される。

(5)の繰り込み積について Lubichの演算子積分法を用
いて時間域の離散化を行うと, (8)より

Gij(x, y, t) ∗ ∂ϕj(y, t)
∂n

≃
n∑

k=1

Gω

(
x, y, (n − k)∆t

)∂ϕj(y, k∆t)
∂n

(10)

Sij(x, y, t) ∗ ϕj(y, t)

≃
n∑

k=1

Sω

(
x, y, (n − k)∆t

)
ϕj(y, k∆t) (11)
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となる。ここに, 重み Gω(x, y, t), Sω(x, y, t)は基本解お
よび二重層核の Laplae変換 Ĝij , Ŝij , (m = 0, · · · , L − 1)
を用いて (9)より

Gω(x,y,m∆t)

=
ρ−m

L

L−1∑
l=0

Ĝij

(
x, y,

δ(ζl)
∆t

)
e−2πiml/L (12)

Sω(x,y,m∆t)

=
ρ−m

L

L−1∑
l=0

Ŝij

(
x, y,

δ(ζl)
∆t

)
e−2πiml/L (13)

となる。空間においての近似を導入するために, 境界関
数を近似基底 βi (i = 1, · · · ,M), 領域関数を近似基底 β̄i

(i = 1, · · · ,MB)により近似して

ϕ(x, t) ≃
M∑
i

βi(x)ϕi(t) (14)

J(x, t) =
∂ϕ(x, t)

∂n
≃

M∑
i

βi(x)Ji(t) (15)

とおく。境界積分方程式 (5)に (10), (11), (14), (15)を代
入し, 重み (12), (13)を参照すれば, (5)の離散化方程式

C(x)ϕi(x, n∆t) ≃
M∑
i

n∑
k=1

An−k
i (x)Ji(k∆t)

−
M∑
i

n∑
k=1

Bn−k
i (x)ϕi(k∆t)

+
MB∑

i

Āi(x)ϕi(0) (16)

が得られる。ここで, 近似基底として一定要素

βi(x) =

{
1 (x ∈ Ei)
0 (other)

(17)

β̄i(x) =

{
1 (x ∈ Ēi)
0 (other)

(18)

を用いると (16)の左辺は

C(x)ϕ(x, n∆t) = ϕ(xi, n∆t), (xi ∈ B) (19)

C(x)ϕ(x, n∆t) =
1
2
ϕi(n∆t), (xi ∈ ∂B) (20)

となり, 影響関数 Am
i , Bm

i , Ām
i (m = 0, · · · , L − 1)は

Am
i (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
Ei

Ḡ

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dSy

]
e−2πiml/L (21)

Bm
i (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
Ei

S̄

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dSy

]
e−2πiml/L (22)

Ām
i (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
Ēi

Ḡ

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dVy

]
e−2πiml/L (23)

となる。ここに, Ei, Ēi はそれぞれ, i番目の境界要素お

よび領域要素であり, xi は選点を表す。

離散化方程式 (16)を逐次的に解くことで 4群中性子拡
散方程式 (1)の初期値境界値問題の解を得る。

4 連立境界積分方程式の基本解
連立微分方程式 (1)を時間域で Laplace変換し, 空間域

で Fourier変換することによって次式を得る。(
−δξ2 − Āij + Bij

)
ϕ̃i = 0, (i = 1, 2, 3, 4) (24)

Āi = Ai +
p

viDi
=

1

Di

(
Σai +

N∑
j=i+1

Σi→j +
p

vi

)

ここに, p は Laplace 変換のパラメータであり, ϕ̃ は ϕ

の Laplace 変換をさらに Fourier 変換したものである。
Hölmanderの方法を用いると, Fourier変換域での連立方程
式の基本解は ξ2に関する 4次方程式の根 γ2

i (i = 1, 2, 3, 4)
を用いて次式のように表すことができる。

ϕ̃j(ξ, γ) =
M1

ξ2 + γ2
1

+
M2

ξ2 + γ2
2

+
M3

ξ2 + γ2
3

+
M4

ξ2 + γ2
4

(25)

(25)を逆 Fourier変換することにより, Laplace変換域で
の基本解が得られる。2次元の場合は次式のようになる。

ϕ̄j =
1
2π

(
M1K0(γ1r) + M2K0(γ2r)

+M3K0(γ3r) + M4K0(γ4r)
)

(26)

ここに, r = xixi であり, Kn は第 2 種変形 Bessel 関数
である。(24)の作用素行列の余因子を Xij = N1(ξ2)3 +
N2(ξ2)2 + N3ξ

2 + N4 とすると, 定数M1,M2, M3,M4 は

次式のようになる。

M1 =
γ6
1N1 + γ4

1N2 + γ2
1N3 + N4

(γ2
1 − γ2

2)(γ2
1 − γ2

3)(γ2
1 − γ2

4)
,

M2 =
γ6
2N1 + γ4

2N2 + γ2
2N3 + N4

(γ2
2 − γ2

3)(γ2
2 − γ2

4)(γ2
2 − γ2

1)
, (27)

M3 =
γ6
3N1 + γ4

3N2 + γ2
3N3 + N4

(γ2
3 − γ2

4)(γ2
3 − γ2

1)(γ2
3 − γ2

2)
,

M4 =
γ6
4N1 + γ4

4N2 + γ2
4N3 + N4

(γ2
4 − γ2

1)(γ2
4 − γ2

2)(γ2
4 − γ2

3)

5 おわりに

数値解析例は当日示す。今後の研究として, 本手法を用
いたN 群中性子拡散解析, 高速多重極境界要素法の適用等
を考えている。
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