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1．はじめに  走行車両や衝撃荷重を受ける厚板の動的解析は，平板の動的設計上重要な課題であるが，

薄板の研究と比較して，有限要素法を適用した研究を除くと，任意の境界条件を有する厚板の動的応答解析

はさほど多く研究されていない．著者らは，BF-spline Ritz法を定式

化し，Mindlin板の自由振動解析 1)と曲げ解析 2)への適用について検

討を行い，他の数値解析法の結果と比較して，良好な解析精度を得

ているが，厚板の動的応答解析への適用は未検討であった． 

 本研究では，BF-spline Ritz 法と modal analysis 法を用いて，ステ

ップ荷重を受ける等方性 Mindlin 板の動的応答解析を行い，本手法

の解の収束性や解析精度について検討を行い，本手法の有用性及び

解の妥当性について明らかにしている．また，衝撃応答に与えるス

テップ荷重の載荷時間 t1 や幅厚比 b/h などの影響について示す． 
2．BF-spline Ritz法による定式化   Mindlin板理論で仮定される 3 つの独立した変位関数(たわみwと 2 つ

の回転角(φｘ, φｙ)は，境界関数とB-spline 関数を掛け合わせた許容関数で表し，無次元極座標系(ξ=ｘ/a,η
=y/b)を用いれば，それぞれ次式で仮定される． 
                   ，                                    ， 

                              
                   (1) ただし，N m , k (ξ ), N n , k (η )は，k – 1 次の正規化された

B-spline であり，Amn, Bmn, Cmn はそれぞれ未定係数である．ix=k – 2 + mx，iy= k – 2 + my，k -1 は B-spline 関数

の次数，mx と my はそれぞれξ 方向とη 方向に設けた区分点の数である．また，Fi(ξ)と Gi(η)は，それぞれ

の境界辺で与えられる幾何学的境界条件を満たす境界関数である 1)． 
等方性な長方形Mindlin板のひずみエネルギーUと運動エネルギーＴは，それぞれ次式で与えられる． 
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ここで，[ K ]mnrs と[ M ] mnrs は，剛性マトリックスと質量マトリックスであり，D は板の曲げ剛性，κとν は
それぞれせん断修正係数とポアソン比である．また，ρ は密度，ω は円振動数( rad/sec )である． 
 したがって，Ritz 法を適用して，板の全ポテンシャルエネルギー TU −=∏ を未定係数ベクトルで極値化す

れば，次式の固有方程式が得られる．                  （4）         

ここで，{ } ，m,r =1,2,…,ix,  n,s =1,2,….,iy， nｍｎ*=ωｍｎb2{ } { } { }{ }Tδδδ= nmCnmBnmAmnX Dh /

θi

m

ir

ρ は振動数パラ

メータであり，また{X}mn は正規化された振動モードに対応する係数パラメータである．                         
 次に，ステップ荷重を受ける平板の動的応答解析は，modal analysis 法(modal displacement method)を用い

て定式化する．ステップ荷重を受ける平板の運動方程式は，減衰の影響を無視すると，次式で与えられる． 
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図－1 長方形厚板と座標系 
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ここで，[M]と[K]は，式(4)に示す剛性行列と質量行列であり，{x}と{F}はそれぞれ一般化変位ベクトルと外

力ベクトルである．式(4)の固有値計算より，ij 次の固有値ωij と固有ベクトル{X}ij が求められる．変位ベク

トル x(t)は，ｒ個の固有ベクトルからなるモーダル行列[X]と時間項 q(t)に分離して， で表される． )(][)( tqXtx =

モーダル行列[X]を用いて，式(5)を書き換えると，次式で表される． 

               ;        ,                  (6)                 )}([}] tXqX ]][ IX ][][ ij={]]{][[[}]{][[][ FXKqXMX TTT =+
••

][[]T XMX ω[][[] KX T =

また，外力ベクトルは，    で表されるので，モーダル行列の直交性により ij 次モードに対する

一自由度系の運動方程式が得られる．                (7) 
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  したがって，与えられた初期条件の下に式(7)を解けば，動的応答が求められる． 
3．数値計算例および考察  数値計算例では，ν=0.3, 
κ=5/6 に仮定し，ステップ等分布荷重を受ける周辺固定

された長方形厚板の動的応答解析について示す．本手法

の解析精度を確認するために，Navier法を適用した周辺

単純支持された正方形板の厳密解と比較し，20 個の振動

モードを用いれば，動たわみと断面力の応答値が，有効

桁数で 3 桁まで一致した結果を得ている． 
図－2 には，ステップ等分布荷重を受ける周辺固定厚

板の動たわみ及び固定辺での曲げモーメント Mx とせん

断力 Qxの応答曲線に与える幅厚比 b/h の影響が示してあ

る．ここで，k-1=4 次，区分点の数 mx = my =21，無次元

載荷時間τ1=t1/(a4×ρh/D)0.5=0.25，採用モード数は 20
に仮定している．また，b/h は 5 から 100 まで変化させ

ている．これより，動たわみの大きさに与える b/h の影

響が顕著に見られるが，動的曲げモーメントやせん断力

の最大値にはさほど変化が見られないが，動的応答曲線

は異なった性状を示している．図－3 には，動たわみ曲

線に与える載荷時間τ1 の影響が示してある．動たわみ

は，τ1 の値により異なった応答性状を示している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. まとめ  本論文で得られた結果は，以下の通りである．

1) BF-spline Ritz法とmodal analysis法に基づく厚板の動的応答解析法を定式化した．2) 本手法で求めた値は，

厳密解とよく一致した結果が得られた．3) ステップ荷重を受ける厚板の動的応答に与える幅厚比と載荷時間

の影響は，図-2 及び 3 に示すように顕著に見られる． 

a)   中央点（ξ=0.5,η=0.5)での動たわみ応答曲線
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b）　固定辺中点（ξ=0,η=0.5)での Mx（τ）の応答曲線
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c)   固定辺中央点（ξ=0,η=0.5)でのせん断力Qx(τ)応答曲線
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図-2 ステップ荷重を受ける固定板の動的応答に与える

幅厚比の響:a/b=1,τ1=0.25, k-1=4, mx=my=21 

図－3　板中央点の動たわみに与える載荷時間τ1の影響：CC-CC, b/h=5
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