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１．はじめに 
 コンクリート・地盤材料をはじめとして，土木材料の多くは複合材料であり，巨視的には均一にであって

も微視的には内部構造を有している．そのような材料からなる構造物を解析するにあたって，第一に知りた

い情報は全体としてどう動くかという巨視的な挙動であるが，巨視的挙動は微視構造が示す挙動を反映した

ものとして現れるため，たとえ全体に対するスケールが小さくてもその性質は無視することは出来ない．こ

のことから，本研究では微視構造の情報を適切に考慮して，複合材料を最も良く表す単一の材料へ置き換え

ることで，巨視的な力学的挙動を予測する方法を示す． 
 
２．解析対象とモデル化 
 本研究では図１に示すような，全体に占める体積比率が 1f の材料１と 2f の材料２の二種類の材料からなる

複合材料を扱い，特に母材・介在物が存在しないような結晶構造や，介在物の体積分率が大きく，母材と介

在物を区別することが困難な場合を解析対象とする．このような材料をモデル化するにあたり，架空の母材

を導入して，三相の複合材料とする．こうすることで，どちらの材料も介在物となり，２つの材料を同格と

して扱うことができるようになる．このモデルを定式化した後，母材の体積を０にすることで，元の解析対

象である複合材料を扱えるものとする． 
 
３．定式化 
(１)等価介在物法と森-田中の理論 
 森-田中の理論１)によると，母材と介在物における応力速度・ひずみ速度の関係は，平均量を用いると 

DMM εCσ && =  ， )( p
IiIiIiIi εεCσ &&& −=                (1) 

と表すことができる．ここに IiM CC , は母材および介在物の弾性係数テンソル， DM εσ && , は母材の応力速度・

ひずみ速度， IiIi εσ && , は介在物 i の応力速度・ひずみ速度，
p
Iiε& は介在物の塑性ひずみ速度を表す．ここに Dε& は

単なる母材における平均ではなく，介在物同士の相互作用をすべて含んだ上での平均量であることに注意す

る．つまり，介在物同士の相互作用はすべて母材が受け持つと考えている． 
 介在物のひずみ速度は，母材のひずみ速度と母材と介在物の相互作用による乱れ Iiγ& との和で， 

IiDIi γεε &&& +=             (2) 
と表す．ここで，母材が等方弾性体で介在物の形状が回転楕円体とすれば，

等価介在物法２)を用いて，介在物の応力が 
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と表すことができる．ここで
*
iε& は，eigen ひずみと呼ばれる塑性ひずみのよ

うなもので，上式の第二項目と第三項目で表した介在物の応力が等しくなる

ように決めらる量である．また，ひずみの乱れと以下のような関係となるこ

とが Eshelby によって示されている３)． 
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ここで iS は Eshellby のテンソルと呼ばれ，回転楕円体形状と母材のポアソン

比のみによって決まる定数パラメータである． 
 
(２)弾塑性材料の構成式 
 介在物は von Mises の降伏条件に従うものとして， 

( ){ } 0
3

1)( 2 =+−≡ inp
iiYiii hJf εσ       (5) 

で降伏関数を定義する．ここに iJ )( 2 は偏差応力の第２不変量， Yiσ  は単

純引張の降伏応力，
p

iε は相当塑性ひずみ， ii hn , は硬化パラメータである． 図 1 解析対象とモデル化 
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これにより，平均塑性ひずみ増分は Prandtl-Reuss の関連流れ則に従い，以下のように表すことができる． 
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ここで Iiσ ′ は偏差応力で，⊗はテンソル積を表す．また， H は硬化係数である． 
 
(３)巨視的剛性と母材の影響 
 巨視的な応力速度とひずみ速度を，母材と介在物の体積比率を重みとした平均によって 

221121 )1( IIM ffff σσσσ &&&& ++−−≡                 (7) 

2211D21 )1( II ffff εεεε &&&& ++−−≡  
と定義する．式(1)から式(7)により，材料の平均応力増分平均ひずみ増分関係が 

εXσ && =                      (8) 
のような形式で表すことができる．式の形からX は巨視的な接線剛性と解釈することができ，これにより複

合材料の巨視的挙動の予測が可能となるが，先に示したように母材の体積を０としても，母材の材料パラメ

ータが残ってしまいX を適切に決めることができない．そこで， 

εWε && SU
2
1

=                     (9) 

で定義される弾性エネルギーの増加分を考える．上式の係数
SW は母材の材料パラメータによって表されて

いるため，このU を最小にするという条件から求めることにする． 
 
４．数値解析例 
 ここでは，Weng らが行った実験値４)との比較を行った．対象はエポキシ‐シリカ複合材で，各材料のヤン

グ率とポアソン比はそれぞれ， 16.31 =E (GPa)， 1.732 =E (GPa)， 35.01 =ν ， 18.02 =ν ，材料１の単純引

張の降伏応力，硬化パラメータは， 86.751 =Yσ (GPa)， 18.321 =h ， 26.01 =n で，文献より引用した． 
 図２は相当応力-相当塑性ひずみ関係であり，材料 2 の体積分率を 00.02 =f ， 15.0 ， 35.0 ， 47.0 に対し

てプロットしたものである．曲線はいずれも，相当塑性ひずみの増加にしたがい傾きがほぼ一定となる．図

より明らかなように，解析結果は実験値を良い精度で表しているといえる． 
 また図３に，特に工学的には意味はないが，架空の母材のヤング率とポアソン比を相当塑性ひずみに対し

てプロットしたものを示す．相当応力-相当塑性ひずみ関係の傾きが一定になるあたりから，それぞれの値は

ある一定の値に近づいていることがわかる． 
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図 3 母材のヤング率・ポアソン比 図 2 相当応力‐相当塑性ひずみ関係 

0.010

50

100

150

f=0.00
f=0.15
f=0.35
f=0.47

Experiment

Macro plastic strain

M
ac

ro
 s

tre
ss

[M
P

a]

0 0.01

0.3

0.35

2500

3000

νM

EM

f=0.00 f=0.15
f=0.35 f=0.47

Macro plastic strain

土木学会中部支部研究発表会 (2007.3)I-007

-14-


