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1. はじめに 

 構造物の設計プロセスにおいて，多くの場合形状検

討過程と力学的検討過程が分離している．このことが，

形状自由度の低下につながる 1 つの要因であると考え

ている．これに対して Isogeometric Analysis（IGA）1)

は，CAD の形状表現に用いられるスプライン関数

（NURBS 等）を FEM の近似関数の基底関数に用い

るため CAD との親和性が高く，CAD 上で解析結果を

得ることが可能である．そのため，構造物の形状検討

段階において IGA を用いれば，より合理的な形状決

定の実現と形状自由度の向上が期待できると考える． 

 IGA は FEM 同様，様々な要素が用いられるが，著

者は細長い部材の解析を対象とし，平面曲線に対する

ベルヌーイ・オイラーはり要素を構築した 2)．しかし，

はり高を小さくするとロッキングが生じた．IGA に

基づくベルヌーイ・オイラーはり要素はいくつか提案

されているが，平面曲線に対する NURBS 基底のベル

ヌーイ・オイラーはり要素 3), 4)のうち，薄い断面の曲

線要素で問題となる膜ロッキングに対してロッキング

回避策Bഥ投影法 5)を適用した事例は見つかっていない．

そこで本研究は，これまでに構築した未知変数を変位

のみで構成する IGA に基づくベルヌーイ・オイラー

はり要素に対してさらにBഥ投影法を適用した上で要素

性能を評価した． 

2. NURBS曲線と基底関数 

 式(1)に示す NURBS 曲線は式(2)に示す NURBS 基

底関数𝑅௜
௣(𝜉)とコントロールポイントの位置ベクトル

𝐁௜の線形結合で表される． 
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ここで，𝜉はパラメータ空間の座標，𝑤௜はコントロー

ルポイントにおける重み，𝑝は基底関数の次数，𝑛は

コントロールポイント数，𝑁௜
௣(𝜉)は B-Spline 基底関数

と呼ばれる再帰的な関数であり，𝑝 = 0の場合式(3𝑎)，

𝑝 ≥ 1の場合式(3𝑏)で表される． 
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ここで，𝜉௜はノットと呼ばれるパラメータであり，

IGA では要素の境界を表す局所座標値である． 

3. 支配方程式と離散化式 

 支配方程式には Kirchhoff 仮定を適用した平衡方程

式（式(4)）を用い，ひずみと力の関係には線形弾性

を仮定して式(5)を用いた．また，ひずみは断面内で

ひずみが線形分布することを仮定する式(6)を用いた．

ここで，ベルヌーイ・オイラーの仮定によりたわみ角

を変位と曲率により置き換えることができる．ここま

でで，式(5)，(6)を式(4)に代入，部分積分し，ベル

ヌーイ・オイラーの仮定を適用すると仮想仕事の原理

（式(7)）が導かれる 6)．また，離散化式には NURBS

が𝐶௣ିଵ連続であるため未知変数にたわみ角を含まず

式(8)のように構成し，Galerkin 法に基づく有限要素

法で離散化した． 

𝑁ᇱ − 𝑘𝑉 + 𝑞௧ = 0, 𝑉ᇱ + 𝑘𝑁 + 𝑞௡ = 0, 𝑀ᇱ + 𝑉 + 𝑞ఏ = 0 (4) 

𝑁 = 𝜀𝐸𝐴, 𝑀 = 𝜅𝐸𝐼 (5) 
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ここで，𝑁は軸力，𝑉はせん断力，𝑀は曲げモーメン

ト，𝑘は曲率，𝑞௧は接線方向の分布荷重，𝑞௡は法線方

向の分布荷重，𝑞ఏはモーメント分布荷重，(∙)ᇱは弧長

パラメータ𝑠による 1 階微分，𝜀は膜ひずみ，𝜅は曲げ

ひずみ，𝐸はヤング率，𝐴は断面積，𝐼は断面二次モー

メント，𝑢௧は接線方向変位，𝑢௡は法線方向変位，𝜃は

たわみ角，𝐿ははりの長さ，(∙)∗は重み関数，(∙)തതതは境

界値，(∙)௜はコントロールポイント値である． 
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4. Bഥ投影法 

 式(7)で示した仮想仕事の原理の膜ロッキングを生

じさせる膜ひずみ𝜀をBഥひずみ𝜀に̅置きかえることで，

ロッキングを回避できる手法である．Bഥひずみ𝜀 ̅は式

(10)で計算される． 
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ここで，𝑛෤は 1 次低い NURBS 基底関数コントロール

ポイント数，𝑅஺
௣෪は 1 次低い NURBS 基底関数，𝑀஺஻

෪ は

質量マトリクスである． 

5. 水圧荷重が作用する 1/4円弧はりの解析 

5.1 解析条件・解析ケース 

 解析モデルと境界条件を図 1 に示す．法線方向に

水圧荷重𝑞௡が作用する単純支持の 1/4 円弧ばりを対象

に解析を行った．ヤング率は𝐸 = 2.1 × 10ଵଵN/mଶ，断

面は中実の長方形断面として，断面積𝐴 = 0.2mଶを保

持しつつはり高をℎ = 0.1, 0.01, 0.001mと低くした 3 ケ

ースの断面を解析した． 

 解析メッシュは，NURBS 基底関数の次数は 3 次，

要素数は 1, 2, 4, 8, 16 要素で検討を行った．また，要

素マトリクスの数値積分にはガウス求積法を用い，全

ての解析ケースで積分点数を 10 点とした．Bഥ投影法

の効果を検証するため，元の定式化との 2 種類の定式

化で解析を行い，結果を比較した． 

5.2 Bഥ投影法の効果の検証 

 解析して得られた解を離散化式（式(8)）に代入し，

変位の関数を得た．そしてはり全体を 90 等分し，式

(11)を用いて理論解との相対誤差を求めた．理論解と

の誤差は解の方向によらず同程度であったことから法

線方向変位の結果を図 2 に示す． 

Relative error = ඩ ෍
ቀ𝑢௡௜

− 𝑢௡௜,ୣ୶ୟୡ୲
ቁ

ଶ

ቀ𝑢௡௜,ୣ୶ୟୡ୲
ቁ

ଶ

௠ାଵ

௜ୀଵ

(11) 

ここで，𝑚は分割数 (本研究では𝑚=90 とした) ，𝑢௡௜

は法線方向の変位，𝑢௡௜,ୣ୶ୟୡ୲
は法線方向変位のベルヌ

ーイ・オイラーはり理論に基づく理論解である． 

 Bഥ投影法を適用した結果，全てのはり高で理論解と

の相対誤差が縮まった．そしてはり高によらず要素性

能は一致し，相対誤差の減少の傾きは要素長の 3 乗か

ら 4 乗の間であった． 

 
図 1 解析対象 

図 2 Bഥ投影法を用いた場合の相対誤差 

6. まとめ  

 本研究は変位のみで未知変数を構成する IGA ベル

ヌーイ・オイラーはり要素を構築し，膜ロッキング回

避策としてBഥ投影法を適用した．そして，1/4 円弧は

りの解析において元の定式化に比べて要素性能は向上

し，はり高によらず要素性能は一致する結果が得られ

た． 
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