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1. はじめに
IGA（Isogeometric Analysis）

1)
は医療分野，自動車や

精密機械の分野の数値解析において，近年盛んに研究と適

用が行われている手法である．IGA は CAD（Computer

Aided Design）の形状表現に用いられる Spline関数を基底

関数として用いるため，CAD で描いた形状から直接解析

メッシュを作成することができる．そのため，メッシュの

作成プロセスを削減でき，曲線等も形状誤差なく表現する

ことができる．

　そこで本報告では IGAにより流体解析を行うことを目的

とし，2次元移流問題に対する NURBS関数を用いた IGA

を適用して解析を行った．

2. 数値解析手法
(1) NURBS
本研究では，IGAにおける形状関数に NURBS関数を用

いた．NURBS関数とは、Non-Uniform Rational Bspline

（非一様有理 Bスプライン）の略であり，NURBSの曲線式

C (ξ)と NURBSの基底関数 Rp
i は次式で表される．

C (ξ) =
n∑

i=1

Rp
i (ξ)Bi (1)

Rp
i (ξ) =

Ni,p (ξ)wi∑n
î=1 Nî,p (ξ)wî

(2)

ここで，Bi は i番目の制御点における座標データ，Ni,p は

B スプラインの基底関数，wi は i 番目の制御点における

重みの値，pは曲線の次数，nは制御点の数である．また，

Ni,p は式（3）に示す Cox/de Boorの漸化式によって決定

される．

p = 0の場合

Ni,0 (ξ) = 1 if ξi ≤ ξ ≤ ξi+1

Ni,0 (ξ) = 0 otherwise

p = 1, 2, 3・・・の場合

Ni,p (ξ) =
ξ − ξi

ξi+p − ξi
Ni,p−1 (ξ) +

ξi+p+1 − ξ

ξi+p+1 − ξi+1
Ni+1,p−1 (ξ)

(3)

ここで，ξ はノットと呼ばれ，ノットは以下に示すような

ノットベクトル Ξと呼ばれる一様増加する数列の成分値で

ある．

Ξ = {ξ1, ξ2,・・・ξn+p+1} (4)

図 – 1 変数変換

(2) 移流問題における IGAを用いた定式化
解析例として，2 次元移流問題を取り扱う．支配方程式

は，以下に示す移流方程式を用いる．

∂ϕ

∂t
+ ci

∂ϕ

∂xi
= 0 (5)

ここで，ϕは物理量，cは移流速度である．この式に対し重

み付き残差法を適用することで以下の弱形式 (6)を得る．

∫
Ω

(
ϕ∗ ∂ϕ

∂t
+ ϕ∗ci

∂ϕ

∂xi

)
dΩ = 0 (6)

ここで，ϕ∗ は重み関数である．この式に対し空間方向に

SUPG 法に基づく安定化有限要素法，時間方向に Crank-

Nicolson 法を適用し離散化を施すと，以下の有限要素方程

式 (7)を得る．(
1

∆t
(M+Ms) +

1

2
(A+As)

)
ϕn+1

=

(
1

∆t
(M+Ms) +

1

2
(A+As)

)
ϕn (7)

ここで，Mは質量行列，Aは移流行列，nは時間ステップ，

添え字 sは SUPG法に起因する行列を示すものである．

　各領域において積分計算を行うために Legendre-Gauss

の積分公式を用いて数値積分を行う．また，IGAでは解析

領域の存在する物理空間 x(x, y)から，計算を行うパラメー

タ空間 ξ(ξ, η)への変数変換が行われる．そのため，図-1に

示すように，物理空間 x(x, y)からパラメータ空間 ξ(ξ, η)，

パラメータ空間 ξ(ξ, η) から数値積分を行うための親要素

ξ̂(ξ̂, η̂)へと二度の変数変換が行われることになる．以上を

考慮すると，式（7）における各項は以下のように表される．

M =

ngp∑
i=1

ngp∑
j=1

Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
∣∣∣Jx,ξ̂

(
ξ̂i, η̂j

)∣∣∣ ρiρj (8)
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図 – 2 解析モデル，初期条件

表 – 1 解析メッシュ

Ms = τe

ngp∑
i=1

ngp∑
j=1

Be

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
cNe

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

) ∣∣∣Jx,ξ̂

(
ξ̂i, η̂j

)∣∣∣ ρiρj (9)

A =

ngp∑
i=1

ngp∑
j=1

Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
cBe

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

) ∣∣∣Jx,ξ̂

(
ξ̂i, η̂j

)∣∣∣ ρiρj (10)

As = τe

ngp∑
i=1

ngp∑
j=1

Be

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
Ne

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
cNe

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

)
cBe

(
ξ
(
ξ̂i

)
, η (η̂j)

) ∣∣∣Jx,ξ̂

(
ξ̂i, η̂j

)∣∣∣ ρiρj
(11)

ここで，ngpは，Legendre-Gaussの積分公式における積分

点数であり，ρi, ρj はその重みである．τe は SUPG法にお

ける安定化パラメータであり，Ne は，ある ξ, η における

形状関数である．Be は Ne を空間方向に微分したもので，∣∣∣Jx,ξ̂

∣∣∣は xから ξ̂ への変数変換の Jacobianである．

3. 数値解析例
本研究では，図-2に示す解析モデルにおける 2次元移流

問題を取り上げ，形状関数の次数，積分点数による比較を

行った．

(1) 解析条件

境界条件としては，領域の全境界において物理量 ϕ = 0

を与えた．微小時間増分量 ∆tは π
400，総ステップ数を 100

とした．解析メッシュは，表-1 に示すように，要素分割数

は変えず補間に用いた NURBS関数の次数を変更し，結果

を比較した。

(2) 解析結果

解析結果として，図-3 に各メッシュにおける最終ステッ

プ時の結果を，図-4に最終ステップにおける ABの断面図

図 – 3 各メッシュにおける最終ステップでの可視化結果

図 – 4 最終ステップにおける ABの断面図

を示す．この結果から以下のことが確認できた．

• ξ 方向に 2 次の NURBS 関数，η 方向に 1 次の

NURBS 関数を用いた場合，積分点数によって結

果に違いはみられなかった．

• ξ，η 方向の両方に 2 次の NURBS 関数を用いた場

合，2 点積分を用いると解析領域全体で振動が発生

し，ピーク値において振幅は 0.05程度であった．一

方，3点積分では振動はみられなかった．

4. おわりに
本報告では，NURBS関数を用いた IGAを 2次元移流問

題について述べた．補間に用いる NURBSの次数と積分点

数を変化させて計算結果の比較を行ったことにより，2次元

移流問題において，補間に用いる NURBS関数の次数を増

やすと，解析を行う際の積分点数も増やす必要があること

が分かった．

　今後は積分点数に関して更なる検討を行うとともに，2次

元 Navier-Stokes方程式についても IGAによる解析を行う

予定である．
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