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1. はじめに

演算子積分時間領域境界要素法 (CQBEM)1)は,従来の時

間領域境界要素法に対し,演算子積分法を適用することで,

数値解の安定性を向上させた, 新たな時間領域境界要素法

である. また, CQBEMは時間領域解法でありながら,波動

に分散性を持つ問題の解析をも可能とした手法であり, 今

日までに様々な波動問題に対して適用されてきた 2). しか

しながら, 異方性および粘弾性の両者の性質を考慮した波

動問題に対する解析例は未だに少ない. 一方,固体中の欠陥

により発生する散乱波を用いて, その欠陥の位置・個数や

形状を同定する逆散乱解析法 3)に関しても,同様に様々な

問題に対して開発が行われてきた. しかしながら,異方性・

粘弾性体中の欠陥に対する逆散乱解析法の開発は, 著者ら

の知る限り行われていない. よって本研究では,異方性・粘

弾性体中の欠陥に対する逆散乱解析の開発を行う. 数値解

析例として,異方性・粘弾性体中の空洞を対象とした, 2次

元純面外波動を用いた逆散乱解析結果を示し, 本解析の妥

当性を検討する.

2. 異方性・粘弾性弾性体中の空洞に対する 2次
元逆散乱解析の定式化

ここでは,図 1に示すような, 2次元異方性・粘弾性体D

中の空洞Dc の位置および形状を再構成する逆問題を考え

る. なお,本研究では簡単のため,純面外波動のみを考え,面

外方向の変位を u3 と記述する.

　本解析では,図 1において,空洞近傍の原点 oに向け入射

波 uin
3 (x, t)を送信し,空洞境界 S によって発生する散乱波

usc
3 (x, t)を,入射波と同じ方向に位置する点 xによって観

測する. その後,観測された散乱波を用いて空洞を再構成す

る. ここで,散乱波の積分表現式には,対象とする波動問題

における基本解が必要となる. しかし,一般に粘弾性波動問

題のような, 分散性波動問題に対する時間領域基本解の導

出は困難である. よって以下では,周波数領域において逆散

乱解析の定式化を行う. さて,周波数領域における散乱波の

積分表現式は,次のように表される.

ũsc
3 (x, ω) = −

∫
S

T̃33(x,y, ω)ũ3(y, ω)dSy (1)
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図 1 逆散乱解析モデル.

ここで, ˜( ) は周波数領域での物理量, T̃33(x,y, ω) は周波

数領域における 2次元純面外異方性・粘弾性波動問題にお

ける二重層核である. さて, 欠陥により発生する散乱波は,

一般に, その欠陥長に比べ十分遠方で観測される. そのた

め,式 (1)の散乱波の積分表現式に対し,遠方場近似 3)が適

用できる. さらに,式 (1)の右辺には,境界 S 上の未知変位

ũ3(y, ω)を含んでいるため, Born近似 3)を用いて方程式を

線形化近似する. Born 近似では, 次式のように, 未知変位

ũ3(y, ω)を入射変位 ũin
3 (y, ω)で置き換える.

ũ3(y, ω) ≃ ũin
3 (y, ω) = F (ω)exp(ik̃∗(ω)p̂in · y) (2)

ただし, F (ω)は入射波の振幅, k̃∗(ω)は複素波数, p̂in は進

行方向単位ベクトルを表す. 加えて,欠陥内部でのみ値を持

ち,その他の領域ではゼロとなる次の特性関数 Γ(y)

Γ(y) =

 1 for y ∈ Dc

0 for otherwise
(3)

を式 (1)に導入する. 式 (3)の特性関数 Γ(y)の導入により,

式 (1)の積分範囲を,境界 Sから全領域 Aへと拡張できる.

以上より,最終的に散乱波の積分表現式は,次式で得られる.

usc
3 (x, ω) =

sgn(cos(φs − θ))

iG0
66

√
k0

8π|x||f ′′(φs)|

× F (ω)S3(φs)G∗
3α3β(ω)x̂αpβ

× (k0f(φ
s) + k̃∗(ω))exp

[
ik0|x|f(φs) + i

π

4
sgn(f ′′(φs))

]
×

∫
A

Γ(y)exp
[
− i(k0f(φ

s) + k̃∗(ω))x̂ · y
]
dVy (4)
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ここで, φsは, f ′(φs) = 0を満たす解, S(φs)は初期波速 c0

と φsに対応する複素波速 c̃∗(φs)より, S(φs) = c0/c̃
∗(φs)

である. G∗
3α3β(ω)は周波数領域の複素緩和関数, G0

ij(i, j =

1, . . . , 6)は Voigt表記された初期弾性定数である. pβ は単

位円周上を表すベクトルであり, k0 = ω/c0 である. ここ

で, 式 (4)に対して, K = (k0f(φ
s) + k̃∗(ω))x̂なる空間に

おいて, x̂に対する変数変換を施す. その後,式 (4)に対し,

逆フーリエ変換を用いることで,特性関数 Γ(y)は次のよう

に導出される.

Γ(y) = iG0
66

∫ 2π

0

∫ ∞

0

√
|x||f ′′(φs)|

2π3k0

( 1

c0
f(φ) +

1

c̃∗(ω)

)
×

ũsc
3 (x, ω)exp

[
− ik0f(φ

s)|x| − iπ4 sgn(f
′′(φs)

]
sgn(cos(φs − θ))S3(φs)F (ω)G∗

3α3β(ω)x̂αp̂β

× exp
[
i(k0f(φ

s) + k̃∗(ω))x̂ · y
]
dωdθ (5)

ここで, θ は図 1 における偏角である. 特性関数 Γ(y) は,

空洞内部Dcでのみ値を持つ関数のため,式 (5)について精

度よく計算することで, 欠陥形状を再構成することができ

る. ここで, 式 (5)の周波数領域における散乱波 ũsc
3 (x, ω)

は, CQBEMで得られた時間領域における散乱波 usc
3 (x, t)

の時間に関するフーリエ変換で求めることができる.

3. 数値解析例
以下,数値解析例を示す. ここで,異方性の性質はオスナ

イト系鋼材の初期弾性定数G0
ijを与えることで考慮し,粘性

の性質は三要素標準モデルを用いることで考慮した 2). ま

た,対象とする空洞は半径 aとし,境界を 72個の区分一定

要素で分割・離散化した. 時間ステップ数をN = L = 2048

とし, 初期弾性波速度 c0 =
√
C0

66/ρ に対し, 時間増分を

c0∆t/a = 0.015として与えた. また,粘弾性パラメータは,

基準時間 T0 = 2a/c0 に対し,応力緩和時間 τσ = 0.5T0,ひ

ずみ緩和時間 τϵ = 17T0/20として与え,緩和定数 GR
3j3l と

初期緩和定数 G0
3j3l の比を GR

3j3l/G
0
3j3l = 0.85で与えた.

　図 2(a) - (d)は,オステナイト系鋼材の群速度曲線および

異方性・粘弾性体中の空洞周辺における波動場の様子を示

している. 図 2(a)の群速度曲線は, 異方性材料中を伝搬す

る波動の確認に役立つ. また,図 2(b) - (d)より,異方性・粘

弾性体中を伝搬する波動は,時間経過に伴って,粘弾性効果

の影響により減衰している様子が確認できる. また,異方性

の影響により,散乱波の波面は,図 2(a)中の qS2波 (純面外

波)に沿って伝搬している様子を確認できる.

　図 3(a), (b)に, 異方性・粘弾性体中の空洞に対する逆散

乱解析結果を示す. ここで,散乱波の観測点 xは,図 1にお

いて, R = 12aの円周上に, θ = 5◦ から 10◦ ずつ,計 36点

で設けられているものとする. 図 3(a)では, 0◦ < θ < 360◦

において,図 3(b)では, 0◦ < θ < 90◦ において観測された

図 2 異方性・粘弾性体中の空洞周辺の波動場の可視化結果 (a)群
速度曲線, (b)t/T0 = 0.75, (c)t/T0 = 2.25, (d)t/T0 = 3.75.

図 3 異方性・粘弾性体中の空洞に対する逆散乱解析結果 (a)全周
方向 (0◦ < θ < 360◦), (b)1/4周方向 (0◦ < θ < 90◦).

散乱波を用いて計算された,式 (5)の特性関数 Γ(y)を,図 1

中の Imaging areaにプロットすることで空洞の再構成結果

を示している. また,それぞれの図中の白点線は空洞の正解

位置を表している. 図 3(a)より, 全周方向で散乱波を観測

する場合は,異方性・粘弾性の影響下であっても,十分な精

度で空洞を再構成できている. また,図 3(b)より,入射波が

直接当たる面においては, 異方性・粘弾性の影響下であっ

ても,概ね空洞を再構成できることが確認された.

4. おわりに
本研究では,演算子積分時間領域境界要素法を用いた,異

方性・粘弾性体中の空洞に対する逆散乱解析を行った. 解

析例として,単純な空洞を再構成し,本手法の妥当性を示し

た. 今後は,本手法の 3次元問題への拡張や,高速逆散乱解

析法の開発を行う予定である.
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