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1. はじめに
移動境界問題に対して，高精度な解析が可能な手法とし

て，ALE法と Space-Time法が挙げられる．著者らは，時
間・空間領域に対し有限要素法により離散化を行う Space-
Time有限要素法に着目し，これまで浅水長波方程式に対す
る適用を行ってきた．

本報告では，Space-Time有限要素法を 2次元の移流拡散
方程式に適用し，時間方向に差分法を用いる手法との比較

により，Space-Time有限要素法の有効性を検討した．

2. 数値解析手法

(1) 基礎方程式

基礎方程式として，以下のような移流拡散方程式を用

いる．
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ここで，φは未知関数，ui は i方向の移流速度，kは拡散係

数を表す．

(2) Space-Time有限要素法
有限要素法における Space-Time法1) 2)

は，空間と時間の

双方に対して有限要素法を適用する手法であり，時間・空間

領域（Space-Time slab）毎に独立に離散化を行う．Space-
Time slab とは，図-1 に示すように，時刻 tn での空間領

域 Ωn と時刻 tn+1 での空間領域 Ωn+1 を連結したものであ

り，ここで t+n と t−n+1 での ± は slab 内での上下を表して
いる．その後，各々一つ前の Space-Time slabの情報をも
とに slab内での節点における未知量を求め，解き進んでい
く方法である．このため時間刻み毎のメッシュ同士が幾何

学的に連続である必要はない．

図 – 1 Space-Time slab

(3) 定式化

式 (1)に対し，Space-Time slab毎に有限要素法の適用を
行う．いま，t+n と t−n+1 に囲まれた領域に着目して，時間方

向の不連続量を含む形を考えると次式のようになる．∫ tn+1
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ここに，左辺第 1 項は通常の Galerkin 項，第 2 項は時刻
t = tn における解の連続性を弱く要求するものであり，第

3項は SUPG法3)
による安定化に寄与する項である．時刻

nでの物理量の不連続面は，

(φh)±n = lim
ε→0

φ(tn ± ε) (3)

で表され，初期条件は以下のように定義する．

(φh)−0 = φ0 (4)

ここで，φ0 は物理量 φの初期値である．また，SUPG項に
おける安定化パラメータ τ は以下の関数を与える．∆h は

要素サイズを表す．
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また，時間・空間共に一次で補間を行うと，未知関数，重

み関数は以下のようになる．

φh(xi, t) =
nnp∑

j=1

Nj(xi)[Θ1(t)φh
j (t−n+1) + Θ2(t)φh

j (t+n )]　

(6)
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(7)

ここで，Nj(xi)は空間方向の補間関数，npは Space-Time
slab における節点数であり，この場合，二次元問題である
ため npは 6ということになる．また，Θ1，Θ2 は時間方向

の補間関数であり，以下のようになる．

Θ1(t) =
t − tn

tn+1 − tn
=

t − tn
∆t

(8)

Θ2(t) =
tn+1 − t

tn+1 − tn
=

tn+1 − t

∆t
(9)
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図 – 2 初期条件

3. 数値解析例
数値解析例として 2 次元移流問題であるコーン回転問題

4)
を取り上げ，空間方向の離散化に SUPG法を用いた有限
要素法，時間方向の離散化に差分法 (Crank-Nicolson法)を
用いた場合との比較を行う．

(1) 解析条件

初期条件として,式 (10)（図-2）で表されるものを初期形
状として与えた．
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2 )
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1 + (x2 −

1
2
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解析メッシュは領域，−1 < x < 1,−1 < y < 1,分割幅 0.04
のメッシュである．移流速度は原点を中心に回転する定常

な移流速度場 u=(-x2,x1)を与えた．拡散係数 k は,厳密解
との比較を行うため 0 とした．時間増分 ∆t をそれぞれ変

化させ，コーンが一周する解析を 3パターンのクーラン数 ν

で行った．また，境界条件は，境界で物理量 φを 0とした．

(2) 解析結果

差分法（Crank-Nicolson法），Space-Time法でそれぞれ
解析を行い，コーンの初期形状と一周後の形状を，各 3 パ
ターンのクーラン数 ν で比較した.
a) クーラン数 ν ≈ 0.7405
解析結果を図-3 に示す．クーラン数 ν ≈ 0.7405 での解

析では Crank-Nicolson法,Space-Time法共に，初期形状と
定量的な一致を示し，両手法ともに精度良く解析が行えて

いることが分かる．

b) クーラン数 ν ≈ 2.221
解析結果を図-4に示す．Crank-Nicolson法では，初期形
状と比べて位相の遅れと減衰が生じていることがわかる．

それに対し，Space-Time法では初期形状と一周後の形状が
定量的に一致していることが確認できる．

c) クーラン数 ν ≈ 8.886
解析結果を図-5に示す．Crank-Nicolson法では，位相の
遅れと減衰が顕著になるが，Space-Time法では，その影響
が小さいことが分かる．　

以上の結果より，Space-Time 法は時間方向に差分法
（Crank-Nicolson法）を用いる手法に比べて高精度でかつ，
時間増分量も大きく取れることが分かる．

図 – 3 クーラン数 ν ≈ 0.7405

図 – 4 クーラン数 ν ≈ 2.221

図 – 5 クーラン数 ν ≈ 8.886

4. おわりに
本研究では，Space-Time有限要素法を 2次元の移流拡散

方程式に適用し，以下の結論を得た．

　 Space-Time 有限要素法は時間方向の安定性が高い手法
であり，時間方向に差分法（Crank-Nicolson法）を用いる
手法に比べて大きい時間増分量を用いても精度よく解析が

行えることを確認した．また，SUPG法を適用することで
移流の卓越による数値振動を抑えることができた．

　今後の課題として，浅水長波方程式等への適用．また，ア

ダプティブ法を用いた節点移動の導入などが挙げられる．
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