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１．研究背景  

 圧縮性流体の数値計算方法は圧力と密度の計

算順序の違いによって密度ベースの解法と圧力

ベースの解法に分けられる [1]。密度を先に求める

解法を密度ベースの解法といい、この解法ではマ

ッハ数が小さい時、微小な密度の変化が非常に大

きな圧力の変化を引き起こすため、密度の誤差に

対して敏感になり、正しい解が得られないことが

ある。  

既往の研究では、流体の体積粘性をゼロとする

ストークスの仮説に基づいている。そのため既往

の研究では体積粘性が解に及ぼす影響について

は考慮されていない。体積粘性は流体の膨張圧縮

に対する抵抗性を表し、この係数の影響を厳密に

考慮することで、圧縮性流体の数値計算をより安

定的に精度よく行うことができる可能性がある。 

そこで本研究では、流体の体積粘性係数が密度

ベースの解法の数値解に及ぼす影響について検

討する。基礎方程式には圧縮性流体の連続の式、

ナビエストークス方程式、内部エネルギー方程式、

状態方程式を用いる。形状の自由度や高次精度化

を考慮して、空間の離散化には有限要素法を用い

る。キャビティ内自然対流問題を例題とし、理論

解や既往の研究の結果と比較することで体積粘

性の数値解に及ぼす影響を検討する。 

２．圧縮性流体の基礎方程式  

流体の支配方程式は質量、運動量、エネルギー

の 3 つの保存則と、理想気体の状態方程式を用い

る。質量、運動量、熱力学的エネルギーの保存則

を表す微分方程式は以下のようになる。  
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 ここで、𝑡は時間、𝑥𝑗(𝑗 = 1,2,3)は直交座標系、𝜌は

流体の密度、𝑢𝑗は速度の𝑥𝑗方向成分、𝑒は内部エネ

ルギー、𝑏𝑖は単位質量あたりに働く体積力、𝜎𝑖𝑗は

𝑥𝑖軸に垂直な面に働く𝑥𝑗方向の応力、𝑞𝑗は𝑥𝑗方向の

熱流束、 𝐽は単位体積当たりの発熱量である。  

また、理想気体の状態方程式は以下のように表

される。  

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 (4) 

ここで、𝑅は気体定数である。  

 一般にニュートン流体の応力は以下のような

式で表される [2]。  

σij = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜖𝑖̇𝑗 + 𝜆𝜖𝑘̇𝑘𝛿𝑖𝑗 (5) 

ここで、𝑝は圧力、𝜇は粘性係数、𝜆は第二粘性係数、

𝛿𝑖𝑗はクロネッカーのデルタ、𝜖𝑖̇𝑗は次式で定義され

るひずみ速度である。  
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式 (11)において対角成分の平均値を求めると、  
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となり、このとき𝜖𝑘̇𝑘の係数を体積粘性係数と呼ぶ。

この体積粘性を 0 として、応力の対角成分の平均

値が圧力に等しいとする仮定をストークスの仮

説という。この仮定を導入すると、  

𝜆 = −
2

3
𝜇 (8) 

となって第二粘性は消去される。この仮定は厳密

に正しいことが示されていないものの、多くの流

体力学関係の研究で用いられている。本研究では

第 2 粘性係数が密度の誤差に及ぼす影響を検討す

るため、𝜇と𝜆は独立な定数として扱う。式 (11)を

式 (2)、式 (3)に代入し、熱流束がフーリエの法則に

従うとすると、以下の式を得る。  
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式 (1)、式 (9)、式 (10)で、密度、速度、温度を陰的

に扱い、Galarkin 法に基づく有限要素法 [4]によっ

て離散化する。フローチャートを図 1 に示す。  

３．数値計算例  

 数値計算例としてキャビティ内自然対流を取

り上げる。モデル概要を図 2 に、計算条件を表 1

に示す。モデルパラメータは、基準温度における

空気の物性値を参照し、既往の研究同様、次式で

定義されるレイリー数が 104 となるように定めた。 

𝑅𝑎 =
𝛽𝑔𝛥𝑇𝐿3

𝛼𝜈
 (11) 

４．結果と考察 

第二粘性係数を変えて計算を行い、以下の式で

示されるモデルの全質量𝑚𝑛の初期値𝑚1からの変

化を図 3 に示す。  

𝑚𝑒𝑟𝑟
𝑛 =

𝑚𝑛 − 𝑚1

𝑚1
 (12) 

図 3 より、第二粘性係数が大きい方が全質量の誤

差が小さく、質量保存則を高い精度で満足してい

ることがわかる。次に、時間増分を 2[s]、第 2 粘

性係数と粘性係数の比を 1010として t = 60[s]まで

計算を行った時の温度分布を図 4 に示す。温度分

布は青木らによる結果 [3]と異なっていた。原因と

しては、第二粘性が大きいために浮力による流体

の駆動が阻害され、対流による温度の伝播が妨げ

られていることが考えられる。  

５．まとめ 

本研究の結果から、流体の第二粘性は圧縮性流

れの数値計算において質量の誤差に影響を及ぼ

すことがわかった。今後は、温度による密度の変

化と流体に働く駆動力の関係についてさらに詳

細に検討を行う予定である。  
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図 1 フローチャート  図 2 モデル概要  
 

表 1 モデルのパラメータ  
モデル寸法  0.04[m] × 0.04[m] 

基準温度  283.15[K] 

温度差  1.465[K] 

粘性係数  1.6 × 10−5[𝑃𝑎 ∙ 𝑠] 

分割数  32 × 32 

時間増分  0.01[s] 

 

 

図 3 質量の誤差 

 
図 4 温度分布 
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