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1. はじめに

津波，高潮，河川の氾濫などの数値シミュレーションに

は，浅水長波方程式が広く用いられる．浅水長波方程式

は双曲型の方程式であり，不連続な解を有する．したがっ

て，要素の境界で不連続性を許容する DG(Discontinuous
Galerkin)法に基づく有限要素法が，浅水長波方程式の高精
度な解法として有効であるといえる．

本研究では，1次元の非線形浅水長波方程式に対して DG
法に基づく有限要素法を適用し，その有効性の検討を従来

の CG(Continuous Galerkin)法による結果との比較のもと
に行う．また，補間多項式の次数の変更による計算精度の

差異について検討を行う．

2. 数値解析手法
(1) 基礎方程式

基礎方程式として，以下に示す 1 次元の非線形浅水長波
方程式を用いる．
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ここで，関数 U は保存変数，F (U) は流束関数，S(U) は
ソース項であり，それぞれ以下のように定義される．
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ここで，H は全水深，q は流量，g は重力加速度，z は基準

面からの底面の高さである．

(2) 空間方向の離散化

式 (1)に対して試験関数 v を掛け,部分積分を行うと，以
下の弱形式が得られる．
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この弱形式に対して，数値フラックスと数値積分を適用

する．

a) 数値フラックス

要素境界で不連続である要素同士を結び付けるために，境

界項において数値フラックスを適用する．本研究では，次

式で定義される Local Lax-Friedrichs Flux2)
を用いる．

F̂ =
1
2
[{F (U−) + F (U+)} − amax(U+ − U−)] (6)

ここで，amax は次のように定義される a1～a4 の中で最大

の値となるものを用いる．

amax = max
(
a1 = |v+ − c+|, a2 = |v− − c−|,
a3 = |v+ + c+|, a4 = |v− + c−| ) (7)

ここで，v は流速，cは波速を表し，+，－はそれぞれ要素
の左端，右端の値であることを表している．

b) 数値積分

係数行列の計算のために数値積分を適用する．本研究で

は，補間多項式にルジャンドル多項式を用い，数値積分と

して，n + 1次のルジャンドル・ガウス公式を用いる．
数値フラックスと数値積分により式を整理すると，以下

の有限要素方程式が得られる．

MjU̇j = Φ
′T
n WnF (ΦnUj) + Φ+F̂j−1 − Φ−F̂j

+
xj − xj−1

2
ΦT

nWnS(ΦnUj) (8)

ここで，Mj は質量行列，Φn は補間多項式の行列，Wn は

積分点の重みの行列であり，ルジャンドル多項式の直交性

の性質より，Mj は対角行列となり，陽的に解が求まる．

(3) 時間方向の離散化

時間方向の離散化には p+1段階，p+1次のRunge-Kutta
法を用いる．ここで，pは補間多項式の次数である．

(4) Moment Limiter3)

オーバーシュート等を抑えるために，本研究では，以下

のように定義されるMoment Limiterを用いる．

Ũp
j = minmod(Up

j , βp(U
p−1
j+1 − Up−1

j ), βp(U
p−1
j − Up−1

j−1 ))
(9)

ここで，Up
j は要素 j の p次の補間多項式にかかる係数，βp

は以下のように定義される値である．

βp =

√
p − 1/2√
p + 1/2

(10)

また，minmod 関数は，関数の成分の符号がすべて一致
しないとき 0 の値を取り，すべて一致するとき以下のよう
な値を取る．

minmod(a, b, c) = sgn(a)min(|a|, |b|, |c|) (11)

各要素で Ũp
j = Up

j となるまで Limiter処理を繰り返す．

3. 数値解析例
本手法の有効性を検証するため，段波問題を取り上げる．

検証内容としては，DG法と CG法（SUPG法に基づく安
定化有限要素法）

4)
の解析結果の比較，DG法における補間

多項式の次数の変更による解析結果の比較を行う．
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図 – 1 解析モデル

図 – 2 　水面形状 図 – 3 　 流速分布

図 – 4 水面形状（A領域）

図 – 5 水面形状（B領域）

(1) 解析条件

解析モデルを図－ 1 に示す．メッシュ分割数は 300，両
壁面で slip条件とし，微小時間増分量は 0.001sとする．

(2) 解析結果

図－ 2，図－ 3はそれぞれ，1.0s後の水面形状と流速分布

を，補間多項式の次数を変更した DG法と CG法とで比較
したものである．また，図－ 4から図－ 7は，図－ 2，図－
3のアルファベットで対応する領域を拡大したものである．
図より，勾配がなだらかな部分では，高次の補間ほどなま

りが抑えられ，厳密解とよい一致を示していることが確認

できる．また，不連続部において，CG 法と比べて DG 法
の方が保存性に優れており，厳密解とよい一致を示してい

ることが確認できる．しかし，高次補間になると，不連続

図 – 6 流速分布（C領域）

図 – 7 流速分布（D領域）

部において数値不安定性が現れることも確認できる．

4. おわりに
本報告では，1次元の非線形浅水長波方程式に対して DG

法を適用し，段波問題において精度検証を行い，以下の結

論を得た．

• DG 法は，CG 法と比べて，解のなまりが抑えられ
るなど厳密解とよい一致を示していることが確認で

きた．

• 不連続部近傍では，DG法は，CG法と比べて，保存
性に優れていることが確認できた．

• 高次の補間ほど，全体的に厳密解とよい一致を示す
ことが確認できた．しかし，不連続部近傍では，数値

不安定性が現れることも確認できた．

今後の課題としては，2次元解析への拡張，移動境界条件
処理の導入，他の Limiter 処理との比較，分散項の導入等
が挙げられる．
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