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１.	 はじめに	 

	 山を持つ下部境界条件とする,大気の振る舞いは
「山越え気流」と言われている．水などの流体が障

害物を乗り越える時,障害物の高さと流体層の深さ・
流速の組み合わせによって,障害物の後面で増速した
液面が上方に跳ね上がる場合がある. この現象は跳
水（hydraulic jump）現象として広く知られている．
単層流体の流れが障害物を越える場合の振舞につい

ては,Long1),2)と Hougton et.al3) が浅水方程式系を用い
た考察を行っている. 彼らの結果（それぞれの型の
流れの水面形）は Baines et.al4)によりまとめられ,統
一的形式でフローレジームとして図に表されている．

また,銭・山田 5)も流れの基本式（連続式と Bernoulli
の定理）から各種水面形の出現領域を導出している. 
しかし,普段よく使われている浅水流体モデルでは空
気の影響を無視している.運動状態により分層されて
いる運動空気層に対して,上層の静止空気層との密度
差が陰微であるため,上層から受ける影響を考慮する
必要である. それに関して,Longは上下二層流体が同
じ流速を持つという仮定を基づいて,流れの物理量の
制約関係を導出しているが,理論的に各種山越え気流
の存在領域は導出されていない. 
本研究では,二層流における拡張した浅水流体モデ
ルから,山越え気流のレジームを完全なものにし,ベ
ル型の山を下部境界条件とする場合,気流の形状を数
値計算で明らかにする． 
２.	 	 浅水流体モデルとフローレジーム	 
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図−１	 流れの概要と記号の定義 

	 本研究で対象とする二層気流の流れの概要と記号

は図−１と図−２に示されている. 山に当たる気流は
下層の運動空気層と上層の静止空気層で構成されて

いる． 
2.1	 二層流における基礎式の導出	 

   山越え気流は,私たちの生活に身近に関わっている
が,どのような時にどのような流れになるか,イメー
ジが湧きにくいのも事実である. これらの現象を統
一的に理解したいところであるが,難解になってしま

う. このような時,より単純化されたモデルを用いる
と見通しが良くなる. そこで 浅水流体モデルが広く
使われている. 

連続式	 	 	 ∂h
∂t
+
∂q
∂x

= 0 	 	        

運動量方程式 ∂q
∂t
+
∂uq
∂x

+ gh ∂h
∂x

+ gh ∂z
∂x

= 0  

	 以上の示すように浅水流体モデルで必要になる式

は連続式と運動量方程式の二つのみである.運動量方
程式は,流体の上部境界面が等圧及び等圧と近似でき
る時に成り立つ. 従って,上の式は図−１に示す静止空
気層に応用できるが,下層の運動空気層に応用できな
い.下層気流の運動を解明するため,上の浅水流体モ
デルを拡張した. 
	 モデルを構築するため,以下に示す四つの仮定をし
た. 
（a）上層空気層の上境界面は固定されている等圧
面(π )と仮定する.つまり,図−１に示すように二つの
空気層の厚さは定数 Hである. 
（b）静水圧と仮定する. 
（c）密度が 一定と仮定する. 
（d）運動空気層の下部境界面に働く摩擦力が無視
できると仮定する. 
	  [I]の連続式これらの仮定を下としても成立する.
は相変わらず成り立つ. 次に運動量方程式について
考える.Newton’s second Lawによれば微小区間Δxの
運動空気柱を対象にして考えると,次の式が成り立つ. 

m du(x, t)
dt

= Fexternal                      (1) 

(1)式の左辺及び右辺は,	 

左辺=m ∂u
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右辺= F1 +F2 +F3                                                             
となる.  
ここに, F1は①②断面に働く圧力の差, F2は重力が流
線に沿う分量, F3  は静止空気柱が下層に働く圧力の
流線に沿う分量である. 
 

二次 order の微小項を省略し,Δh = ∂h
∂x
Δx ,Δz = ∂z

∂x
Δx

を代入すると,次の式が得られる. 
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F1 = π + ρsg H − h− z( )+ ρg h+ z− y( )( )dy
z

h+z

∫ −  

π + ρsg H − (h+Δh)− (z+Δz)( )+
ρg h+Δh+ z+Δz− y( )
#

$
%

&

'
(dy

z+Δz

h+Δh+z+Δz

∫  

= ρghΔx ∂h
∂x

2ρs
ρ

+
ρsz
ρh

−
ρsH
ρh
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(
)+ ρsghΔx

∂z
∂x
−πΔx ∂h

∂x
 

F2 = −ρghΔx
∂z
∂x

 

F3 = π + ρsg H − h− z( )( )Δx ∂h
∂x

 

	 これらの式を(1)に代入し,変形すると,運動量方程

式が得られる. 従って下層に応用できる拡張した浅

水流体モデルでは[II]になる.  

∂h
∂t
+
∂q
∂x

= 0 	 	       	     

∂q
∂t
+
∂uq
∂x

+
Δρ
ρ
gh ∂h
∂x

+
Δρ
ρ
gh ∂z
∂x

= 0
 

	 上式は二層流における基礎式であるが , Δρ ρ =1
になる時,一層流における浅水流体モデルになる.  

2.2 山越え気流のレジームの導出	 

	 定常状態を考えると(即ち単位幅流量 q は時間的

に一定とする),[II]から連続式と Bernoulli の定理が

得られる. 

uh = const.                                                                  (3) 

u2

2g
+
Δρ
ρ
h+ Δρ

ρ
z+ ρsH

ρ
= const.                                 (4) 

	 図−１に示すような山越え気流において断面 O の

空気層の内部フルード数
Fr0

' = u0 Δρgh0 ρ  ,  
Δρ = ρ − ρsと断面 O の空気層の厚さ h0 で無次元し

た山の高さ η=zc/h0の関係式を導出する. (3),(4)式か

ら次の式が成り立つ. 
u0h0 = uh = K1 	                                     	 	 	 	  	 (5) 

u0
2

2g
+
Δρ
ρ
h0 +

ρsH
ρ

=
uc
2

2g
+
Δρ
ρ
hc +

Δρ
ρ
zc +

ρsH
ρ

= K2    (6) 

(5),(6)式より を消去し整理することにより(7)式の

3 次方程式が得られる.ここに, = は流入側の空

気層の厚さ h0で無次元した任意断面の水深である. 

h*
3 −{1+ 1

2
Fr0

'2 −η}h*
2 +
1
2
Fr0

'2 = 0
   
	                       (7) 

	 Cardano の解法により,(7)式を解くと,跳水・段波

が発生しない限界条件は次式で表せる． 

ηmax =1+
1
2
Fr0

'2 −
3
2
Fr0

'2/3                                          (8*)                       
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図−２	 段波が起きる山越え気流 

    次は図−２に示すような段波・跳水が起きる状態
を考えてみよう . 段波の移動速度を cl (山の前

面), cr (山の背面)で表す. 山の前面では,段波の移動

速度 clが０と等しくない時に,流入側からの気流が

全て乗り越えない,そういう時の連続式から(9)式に

なる. 
(u0 − cl )h0 = (uA − cl )hA                                                 (9) 

O,A 二断面の単位時間あたりの単位幅の運動量

( ΔM )の増加は連続式を用い,変形すると,次の式に

なる. 

ΔM /Δt = ρh0 (u0 − cl )
2 − ρhA (uA − cl )

2  

             = ρh0 (u0 − cl )
2 hA − h0

hA
                                  (10) 

一方, この部分に働く力は O,A 断面の圧力及び上層

気流が下層気流の凸部に働く作用になる. 水圧分布

を静水圧分布として,単位幅に働く圧力の差(F)は 

F = ρsg H − h A( )
+ρgy+π
"
#
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&
'dy

0

hA

∫ − ρsg H − h 0( )
+ρgy+π
"
#
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&
'dy

0

h0

∫ −
π +
ρsg H − y( )
"
#
$

%
&
'dy

h0

hA

∫

  = Δρg hA − h0( )
hA + h0( )
2

                                   (11) 

(10)=(11)により,山の前面における段波の移動速度

が(12)式で表せる.  

cl = u0 −
Δρ
ρ

g hA + h0( )hA
2h0

                                      (12) 

ここで二層流体における下部運動空気層に対して,

比エネルギーは次式で表される．      

E = u
2

2g
+ h+ ρsg(H − h)

ρg
 

u,h は任意点におけるそれぞれの風速と空気層の厚

さである.運動気流に対して,E の h に関する一階偏

微分を０にすると,限界水深に対応する空気層の厚

[II] 
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さ hc に対して(13)式が得られる． 

Frc
' =

uc
(Δρ / ρ)ghc

=1         	                  	  	 	      (13) 

O,A 断面の間に跳水現象が起きてないため ,(3),(4) 

式 を適用すると,(14),(15)式が得られる. 
uAhA = uchc = K3                                                       (14) 
uA
2

2g
+
Δρ
ρ
hA +

ρsH
ρ

=
uc
2

2g
+
Δρ
ρ
hc +

Δρ
ρ
zc +

ρsH
ρ

= K4      (15)
 
 

以上より,(9),(12),(13),(14),(15) 式で uA,hA,uc,hc,clの
五つの未知数が求められる. 特に, cl = 0の時,これら

の式により発生した段波が静止跳水として停留する

条件が次の式で表せる. 

η =
(1+8Fr0

'2 )3/2 +1
16Fr0

'2 −
1
4
−
3
2
Fr0

'2/3                             (16*) 

さらに ,気流が完全に阻まれ , uA = 0,hA = zc の場合 ,

これを(9),(12)式に代入すると,次の式を得る. 

u0h0
h0 − zc

= u0 −
Δρ
ρ

g zc + h0( ) zc
2h0

 

書き換えると,流入側からの流れが山を乗り越えら

れない限界条件が(17*)式で表せる. 

Fr0
' = (η −1

η
) η(1+η

2
)                          	                 (17*) 

B,C 断面において以下に示す連続式(18)と Bernoulli
の定理(19)により uB,hBが求められる.  

uBhB = K3                                      	 	                      (18) 

uB
2

2g
+
Δρ
ρ
hB +

ρsH
ρ

= K4
                    	                      (19) 

 	 また,山の前面に生じる段波の導出過程と同様に
山の背面に生じる段波 crの移動速度は次の式で表
せる. 
(uB − cr )hB = (ux − cr )hx                                            (20) 

cr = uB −
Δρ
ρ

g hB + hx( )hx
2hB

                                     (21) 

膨張波に対して次の式が成り立つ. 

ux − 2 ghx = u0 − 2 gh0                                       (22) 

(18)~(22)式の 五つの式で 五つの未知数(uB,hB,ux,  
hx,cr )が求められる. また背面の段波の移動速度 cr

が停止する条件( cr = 0 )も得られる. 

	 以上のように導出した(8*),(16*),(17*)式を用いる

ことで,各種山越え気流の存在領域を図−３のように

示すことができる． 

 
	 図−３	 二層流における山越え気流のレジーム図 
３.	 数値計算	 

	 気流形状を明らかにするため ,Newton’s second 

Law から導出した二層流にも応用できる浅水流体

モデルを用い,数値計算を行った. 本研究に用いる差

分法は Lax-wendroff 法である. 空間と時間について

いずれも２次精度の解法である. 

	 [II]の式を書き換えと,次の式になる. 

∂W
∂t

+
∂G(W )
∂x

+K = 0      	 	 	      	 	 	 	 	        (23) 

ここに, 

W =
q
h
!
"
#
$
%
& , 	 G =

q2

h
+ g h

2

2
Δρ
ρ

q
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	 ,  K =

Δρ
ρ
gh ∂z
∂x

0
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%
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(
(

,      

q = uhである. 

(23)式を用い,Taylor 展開により二次 order まで差分

近似すると, 

W (x, t +Δt) =W (x, t)+Δt ∂W
∂t

+
1
2
(Δt)2 ∂

2W
∂t2

+o(Δt3)  

W (x, t +Δt) ≈W (x, t)−Δt(∂G
∂x

+K )+ 1
2
(Δt)2{A ∂G

∂x
+K

%

&
'

(

)
*−

∂K
∂t
}

になる. ここに 

Ⅱ-87 第42回土木学会関東支部技術研究発表会



 

 

A =
2q
h
, Δρ
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である. 差分スキームは次の示す通りである. 

Wj
l+1 =Wj

l −λ[Δ 'Gj
l +K j

l ]+ λ
2

2
[A j+1/2

l
{ΔGj+1/2

l +K j+1/2
l }

−A
j−1
2

l
{ΔGj−1/2

l +K j−1/2
l }+Qj

l ]
 

ここに x = jΔx, t = lΔt , λ = Δt Δx  

Δ j+1/2
l = ( ) j+1 − ( ) j ,                     Δ ' j

l =
1
2
{( ) j+1 − ( ) j−1}  

( )
l

j+1/2
=
1
2
{( ) j+1 + ( ) j} ,          ( )

l

j−1/2
=
1
2
{( ) j + ( ) j−1}  

K j
l =

Δρ
ρ
ghj

l •Δ 'zj
l

0
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,              K j+1/2
l =

Δρ
ρ
gh j+1/2

l
•Δzj+1/2

l

0
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K j−1/2
l =

Δρ
ρ
gh j−1/2

l
•Δzj−1/2

l

0

#

$

%
%
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,          Qj
l =

Δρ
ρ
gΔ 'qj

l •Δ 'zj
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である.  

障害物(山の形) は次のような形に設定した. 

0 ≤ x − L
2
≤ a

a < x − L
2

 

ここに 
境界条件: u(0, t) = u(L, t),h(0, t) = h(L, t)  
初期条件: u(x, 0) = u0,h(x, 0) = h0 − z(x)  
である.図-3 に示すような A,B,C,D の４case の計算

例を行った. 下層気流に対し,それぞれの振り舞いが

図-4 に示すような形状となった.	 図-4 により,行

った計算実例と理論上で推定したフローレジームと

一致することが分かる.  ある高さの山に対して流速

が小さい時と大きい時にのみ定常状態 (caseA＆

caseD)が存在する. その中間の状態には上流に伝わ

る段波と下流に伝わる段波を伴う非定常な流れ

(caseB&caseC)となる.  

４.	 まとめ	 

	  連続式と Bernoulliの定理及び運動量方程式から,

障害物に当たる気流のフローレジームを導出した,

それにより各種気流形状の存在する領域が,流入側

の空気層の厚さ h0で無次元した山の高さ η= zc/h0と

流入側の内部フルード数 Fr0
' = u0 Δρgh0 ρ  , 

Δρ = ρ − ρs で決まることが示される .さらに , 

Newton’s second Law から導出した二層流にも応用

できる浅水流体モデルを用い,数値計算で各領域に

存在する気流の形状を再現した. 本研究で行った計

算例が理論上に示される形状と一致することを示し

た. 具体的には流速が小さい時と大きい時にのみ定

常状態(caseA＆caseD)が存在する. その中間の状態

には上流に伝わる段波と下流に伝わる段波を伴う非

定常な流れ(caseB&caseC)となる. 
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case A                             case B 

 

case C                             case D 
図-4 Δρ ρ = 0.1の時下層気流の形状 
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