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1. はじめに
本研究では,薄板による 3次元音響波動散乱解析を演算

子積分時間領域境界要素法を用いて実行する方法について

検討する. 演算子積分法 1) は,畳込み積分をラプラス変換

領域の関数を用いて離散化近似する方法である. その演算

子積分法を時間領域境界要素法に適用した演算子積分時間

領域境界要素法は,時間領域で閉じた形式の基本解を求め

ることが難しい問題に対して有効な手法である. また,解析

スキームは従来法に比べ容易であり,扱いやすい. そのた

め,例えば通常の時間領域境界要素法の定式化で最も難解

な薄板による 3次元音響波動散乱問題 (いわゆる crack問

題)等に対して演算子積分時間領域境界要素法を開発する

ことは,応用面も含めて意義深いものである.

　そこで,本研究では,薄板による 3次元音響波動散乱問題

に対する演算子積分時間領域境界要素法を定式化し,計算

精度の確認等を行うことで,本手法の有効性を示す.

2. 解くべき問題
解くべき問題は,図 1に示すような, 3次元無限領域 S̄内

における薄板による入射音響波動 uI(x, t)の散乱問題とし,

uI(x, t)が薄板に到達するまでは,一切の擾乱は起こらない,

いわゆる静止過去の条件を満足するものと仮定する. 今,位

置 x,時刻 tにおける音圧を u(x, t)としたとき, u(x, t)は

次の方程式を満足する.

∇2u(x, t) =
1

c2
∂2u(x, t)

∂t2
(1)

ただし, cは波速を表す. このとき,音圧 u(x, t)および薄板

両面における音圧差 ϕ(x, t)は,薄板面 S およびその縁 ∂S

に対して次の 2つの条件を満足する.

∂u±(x)

∂n
= 0 on S (2)

ϕ(x) = u+(x)−u−(x) = 0 on ∂S (3)

ただし,式 (2)における ∂/∂nは薄板面 Sの外向き法線方向

微分を表し,右上添字 ( )±は,それぞれ薄板の上下面を表し

ている.

3. 時間領域境界要素法
前節で述べた 3次元薄板に対する入射音響波 uI(x, t)の

散乱問題を積分方程式を用いて解析する. この問題の音圧
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図 1 薄板による音響波動散乱問題.

u(x, t)に対する解は,次の積分方程式を解くことで求まる.

u(x, t) = uI(x, t) +

∫
S

∂G(x,y, t)

∂ny
∗ ϕ(y, t)dSy (4)

ここで, ∗は畳込み積分 , G(x,y, t)は 3次元音響波動問題

における時間領域基本解

G(x,y, t) =
1

4πr
δ
(
t− r

c

)
(5)

を表している.ただし, δはディラックのデルタ関数であり,

rは r = |x−y|により定義される. 式 (4)において,領域内

部の点 xを薄板面 S に極限移行し,法線方向で微分するこ

とにより,次の超特異積分方程式を得ることができる.

−∂uI(x, t)

∂nx
=

∫
S

=
∂2G(x,y, t)

∂nx∂ny
∗ ϕ(y, t)dSy, x ∈ S (6)

式 (6)の超特異積分方程式は基本解の 2階微分を含む. そ

のため,境界要素法で通常用いられるガウスの数値積分を

用いて式 (6)を評価すると,計算精度の低下を招く. そこで,

式 (6)の特異性のオーダーを下げるために正則化を施すと,

次式を得る.

−∂uI(x, t)

∂nx
= −nj(x)ejpb

∫
S

−ni(y)eiqb
∂G(x,y, t)

∂yp

∗ ∂ϕ(y, t)

∂yq
dSy −

1

c2

∫
S

ni(x)ni(y)

× ∂2G(x,y, t)

∂t2
∗ ϕ(y, t)dSy (7)

ここで, ni(x)は単位法線ベクトル, eijk は交代記号を表す.

式 (7)を時間と空間に関して離散化することで,薄板両面

における音圧差 ϕ(x, t)を求めることができる. しかしなが

ら,式 (7)を時間に関して離散化することは,一般には手間

がかかるため,本研究では,演算子積分法 1) を適用する.
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4. 演算子積分法の時間領域境界要素法への応用
演算子積分法を用いて式 (7)を離散化する. 空間に関す

る離散化にM 個の一定要素を用いた選点法,時間に関する

離散化に総時間ステップ数 N ,時間増分を ∆tとした演算

子積分法を適用すれば,超特異積分方程式 (7)は次のように

書き直せる.

−∂uI(x, n∆t)

∂nx
=

M∑
α=1

n∑
k=1

[
Bn−k(x,yα)ϕ(yα, k∆t)

−An−k(x,yα)ϕ(yα, k∆t)
]

(8)

ただし, 添字 α はソース点を表す指標であり, 影響関数

Am(x,y), Bm(x,y)は,演算子積分法の適用によりそれぞ

れ次のように表される.

Am(x,y)

=
R−m

L

L−1∑
l=0

ni(x)ni(y)

∫
S

(sl
c

)2

Ĝ(x,y, sl)e
− 2πiml

L dSy

(9)

Bm(x,y)

=
R−m

L

L−1∑
l=0

nj(x)ejpb

∮
∂S

∂Ĝ(x,y, sl)

∂yp
e−

2πiml
L dyb

(10)

ただし, iは虚数単位, Ĝ(x,y, sl)はラプラス変換領域にお

ける 3次元音響波動問題の基本解である. また, slはラプラ

スパラメータであり, sl = δ(ζl)/∆tで表される. 一方, R,

L, δ(ζl)は演算子積分法のパラメータ 1) である. 式 (10)に

おける,積分
∮
∂S

dymは,き裂の縁 ∂Sに対する線積分を表

しており,その導出にはストークスの定理 2)を用いている.

そのため,式 (7)の第一項の計算には,音圧差 ϕに対する空

間の一階微分が表れるが,式 (8)では直接にその微分を評価

する必要はないことに注意する.

　以上より,式 (8)について第 1ステップから,最終の第N

ステップまで逐次計算を行うことにより,各ステップにおけ

る薄板両面における音圧差 ϕ(x, t)を求めることができる.

5. 数値解析例
以下,数値解析例を示す. 解析モデルとして,図 2のよう

な原点中心,半径 aの円形薄板を考え,要素数 824の三角形

要素でモデル化する. また,時間増分を c∆t/a = 0.05,精度

ϵを ϵ = 1.0e-16と設定し, Lおよび総時間ステップ数N を

L = N = 128として,式 (9), (10)に対する影響関数の計算

に高速フーリエ変換 (FFT)を適用し, 高速に計算を実行す

ることとする. ここでは,入射音響波 uI(x, t)を図 2におけ

る入射角 θが θ = 0◦ となる次の平面波で与えた.

uI(x, t) = A
x3 + ct

a
H(x3 + ct) (11)

図 2 円形薄板.

図 3 薄板上の様々な点における ϕ(x, t)の時間変化.

ここで, Aは振幅, Hはステップ関数を表す. 図 3は,式 (11)

を円形薄板に対して入射させた場合の,円形薄板上の原点

からの距離 r/aにおける音圧差 ϕ(x, t)の時間変化を示し

ている. 参考のため, Hiroseらによる従来の時間領域境界要

素法で求めた解 3) を実線で示している. ただし, Hiroseら

による解と,本研究で求めた数値解では,空間による離散化

メッシュやその離散化方法が異なるため,直接に同一点上

での数値解を比較しているわけではないことに注意された

い. 図 3より例えば原点近傍での ct/a = 1.0付近における

ϕ/Aの値について若干の差異が見られるものの,全体とし

ては概ね解析結果は一致していると考えられる.

6. まとめと今後の課題
演算子積分時間領域境界要素法を用いて 3次元薄板によ

る音響波動の散乱問題を解析する方法を示した. 数値解析

例として,円形薄板による入射波の散乱問題を解析するこ

とで,本手法の計算精度を確認した. 今後は,本手法を用い

て防音壁による音響騒音の解析等へ応用するととともに,

高速多重極法を適用する等の高速化についての検討も行っ

ていく予定である.
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