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1. はじめに
連続橋に代表される長大構造物では，その長手方向に同

一の構造単位が周期的に配置されている．このような構造

物が地震波の斜め入射を受ける場合，構造物長手方向に位

相差を持つ力を受ける恐れがある．したがって，地震動の位

相差を考慮した長大構造物の耐震設計することが望ましい．

文献 ��では，入射波の位相差の影響に着目してはいるも

のの，構造物は打ち切り端を持つ有限長構造物としてモデ

ル化されている．このようなモデルでは打ち切り端からの

反射波が発生する．この反射波と位相差の影響を数値解析

で分離することは困難である．

そこで，文献 ��では打ち切り端のない無限周期構造物と

地盤との連成系を対象とした解法を構成し，文献 ��の構造

物を対象に応答解析を行った．その結果，構造物の定在波

モードを持つ波数周波数において，最大応答が観測された．

このモードは非ゼロ水平 (Floquet)波数成分を有しているた

め，同位相の波動を鉛直上向きに入射する従来の解析では

再現し得ない．この点から，文献 ��では波動応答に対する

位相差の重要性を述べている．

ただし，文献 ��では 2次元モデルの地盤を用いて解析を

行っており，周期構造物と 3次元地盤との連成を厳密に考

慮できていない．そこで本研究では地盤を 3次元成層半無

限弾性場としてモデル化し，無限周期構造物との連成を解

析可能な有限要素解析手法を構成する．

文献 ��及び文献 ��で使用した構造物と 3次元地盤との

連成系を対象に解析を行う．それより得られる応答特性と

2次元モデルによる文献 ��の解析結果との比較を行う．

2. 対象とする問題
図 1のような 3次元半無限成層地盤上におかれた無限周

期構造を対象とする．当該構造物の基礎は，長手方向 (�軸

方向)に等間隔 ��で配置されているものとする．地盤は有

限層数の等方均質な弾性体で構成されており，最下層は一

様半無限場で与えられているものとする．最下層から入射

する実体波 �� を次の平面波で与える．
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ここで，�は振幅ベクトル，�は円振動数，�は波数ベクト

ル，�は ��，�，��座標を内包する位置ベクトルである．
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図 1 研究で対象とする 3次解析モデルの 1ユニット

(1) Floquet原理の概要

Floquet原理を用いると，長手方向に無限に連なる周期構

造の動的問題を，周期構造を構成している最小構造単位の

問題に帰着することができる．この最小構造単位をユニッ

トセルと呼び，Floquet原理により次の周期性が成り立つ．

���� ���，��� � ����������，���

� ��� ���，��� � ��������� ��，���
(2)

ここで �は整数である．��はユニットセルの周期長であり，

�� は �� �
�
， �

�
�の区間内の実数で Floquet波数と呼ぶ．

3. １ユニットの運動方程式
(1) １ユニットの運動方程式

図 1のような半無限地盤上の連続橋について，円振動数

�の下で加振した場合の定常応答解を求める問題を考える．

周期長 ��の無限周期構造を持つ連成系に式 (1)の波動が入

射する場合，Floquet原理を適用することによって，無限周

期構造を持つ連成系の力学問題は図 1中央の最小単位構造

となるユニットセル (図 2)の力学問題となる2)．

ここでは境界 ��は杭及びコンクリート基礎を内包するよ

うな成層地盤内の境界，�及び 	はそれぞれ 1ユニットの

左端及び右端の境界を示す．これ以降は，下添え字 ��� は

�� 上の節点，���，	はそれぞれ 1ユニットの左端，右端の

節点，��
 は前述した節点以外のユニットセル内の節点の

ベクトル及び行列を意味する．
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この問題を解くために，上方の層状地盤内の境界 ��で囲

まれた基礎周辺地盤と上部構造 1ユニットから成る部分領

域の次の運動方程式を考える．
�
������

����
���	

���

����

��	�
��		

��	

��	�

��
�
��
	

��


��
�

����
���	

���

����

�
������

������	
�����


��

�	

�


��

�������
�����

�

������	
�����


��

�	

�


� �

�������
�����

(3)

ここで， ���� � ��� � ��� �� である．なお，��� は剛性

行列，� �� は質量行列，�は円振動数であり，�� は各節点

変位，� � は各境界に作用する等価節点力である．
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図 2 ユニットセル平面図

この 1ユニットには，Floquet原理によりユニットの左右

端の節点について次の周期性が課せられる．

�	 � ���
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������ (4)

ここで，�� は入射波動の �方向波数である．

式 (4)を式 (3)に代入し �	成分を消去すると次式を得る．
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ここで，� �

�� は式 (4)によって縮約された行列である．ま

た，� � は縮約の過程で消去され，部分領域内には外力の

作用はないものとし �
 は 0とする．

式 (5)で，��上の節点力 � �が未知となるため，境界 ��

の内部と外部について以下の変位の適合条件及び力のつり

合い条件を与える．

�
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� � ��
� (6)

ここで 
 は境界 �� の内部の成分であり式 (5)の ��� 成分と

同一である．�は境界 �� の外部の成分を示す．

対象とする変位と節点力を，構造物の存在しない成層地

盤である自由場の成分と構造物が地盤内に存在することで

発生する散乱波の成分に分解すると次の関係式を得る．
�
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(7)

ここで，� は自由場の成分，は散乱波成分であることを意

味する．式 (7)により，�� は次式により表すことができる．

�
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また，��上において以下の関係を与えるインピーダンス行

列 ��� を導入する．
���� � � (9)

式 (6)に式 (7)第 2式，式 (8)，式 (9)を代入して次式を

得る．
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式 (5)と式 (10)より，次の求解方程式を得る．
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この連立方程式を解くことで，本研究の対象とする連続

橋・地盤連成系の応答解析を行うことができる．しかし，未

だ ���，�
�
�，�

�
� の値が未知量であるため導出する必要が

ある．以下の (2)，(3)，(4)ではそれらの導出過程について

述べる．

(2) インピーダンス行列 ��� の導出

以上より，変位解 �を得るために ���を導出する必要が

ある． ���は境界 ��のインピーダンス行列であるため，導

出にあたって ��内の構造物の有無を問わない．従って構造

物のない成層地盤の応答解析から ��� を求めることができ

る．境界 ��上の 1つの節点を加振する問題を考える. (図 3)

構造物のない当該地盤が水平面内に一様とすると，�軸方

向に任意の周期性を有しているとみなすことができる．そ

こで，�方向に ��を包含するように周期長 ��を設定する．

その下で � 方向に Floquet変換を適用すると，� 方向にも

Floquet原理が成立することとなる．なお，�方向の Floquet

変換と逆 Floquet変換はそれぞれ次式で与えられる．
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これにより当該問題は �方向周期長��，�方向周期長��

の層状地盤底面で切り取られた有限な領域��内の加振問題

に帰着する．��上の全ての節点に対する節点変位と内部節

点力ベクトルを並べた行列の逆Floquet変換行列を [� ��
� �]

とおくと，
 ����は次式により求めることができる．
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図 3 加振 � � の作用する節点
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しかし下半無限地盤��(図 3)を分離する際に，層状地盤

��底面にかかる等価節点力を与える必要がある．そこで (3)

では等価節点力に必要となる �� 表面のインピーダンス行

列 ��� の導出を行う．

(3) インピーダンス行列 ��� の導出
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図 4 ユニットセル直下の下半無限場

下半無限地盤��内の定常問題を考えると，�方向につい

ても Floquet原理を適用することができる．これにより ��

内の定常問題も (2)と同様，�方向周期長 ��と �方向周期

長 �� 内の問題へと帰着する (図 4)．

文献 3�と同様に，下半無限場�� での変位を ��，��面内

に対して有限要素により離散近似し，深さ方向については

波数展開する．この時境界 �� の平面上の節点変位ベクト

ル ��� と節点力ベクトル ��� は次式で与えられる．
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ここで，	，�は結合係数 �
�に対し節点変位ベクトル

���，節点力ベクトル ��� を与える行列である．

式 (14)第 1式より �
�は次式で与えられる．

�
� � 
	�������� (15)

式 (15)を式 (14)第 2式に代入して次の関係を得る．


�	�������� � � ���� (16)

この時 
�����は下半無限地盤の表面��におけるインピー

ダンス行列となっており，インピーダンス行列 ���に等しい．


 ��� � � 
�	��� (17)

(4) 変位 ���，節点力 �
�
� の導出

最後に ��上の変位 �
�
� と節点力 �

�
� を求めておく必要が

ある．��� と �
�
� は自由場成分であるため，構造物の存在し

ない地盤において求められる変位��と節点力� �に等しい．
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図 5 構造物の無い地盤のモデル

(2)，(3)と同様に，構造物の存在しない地盤内の定常問

題は層状地盤 �� 内の問題に帰着する (図 5)．領域 �� での

運動方程式に，入反射波成分の関係及び力のつり合い条件，

Floquet原理を課すことで以下のような関係式が得られる．
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ここで ��� は ��の底面 �� の成分であり，��� はそれ以外

の �� 内の成分である．式 (18)によって，入射波 �� に対

する �� の変位応答 ��，�� を得ることができる．この ��

，�� には境界 ��の変位 ��が含まれている．ここで得られ

た ��，�� を用いて �� の内部節点力 � � を求める．

4. 解析例
(1) 文献 ��の解析結果

文献 �� では，2 次元面外変位場を対象に解析を行った．

応答解析に先立ち，構造物に対して分散解析を行っている．

その結果，波数 �� � ����において，分散曲線の傾きがゼ

ロとなることを確認した．分散曲線の傾き=ゼロは，群速度

がゼロの定在波モードが存在することを示している．文献

��の応答解析では，この定在波モードを持つ波数周波数に

おいて，構造物部分の最大応答を観測している．本手法を

用いて，これに対応する 3次元問題を図 6のように設定す

る．本解析では，文献 ��の結果を踏まえ，構造物と 3次元

地盤の連成系が持つ応答特性を調べる．なお，対象とする

入射波は SH平面波とし，地表面 �方向 (橋軸方向)と平行

に入射するものとする．

(2) 連続構造の分散特性

まず，地盤以下を剛体に置き換えて，構造物の分散解析

を行う．構造物の分散曲線を図 7に示す．文献 ��と同様，

一部の分散曲線の傾きは �� � ���� においてゼロとなり，

そこに定在波モードが存在する．変形を確認すると，◇�，�
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図 6 解析領域の 1ユニット

で示す振動モードは，�方向変位が卓越しており，SH波に

より励起され得るものと考えられる．
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図 7 三次元における分散解析結果

(3) 入射波動の設定

応答解析において入射する SH平面波の波数 ��と周波数

�は，(2)に述べた◇ �，�を端部に持つ一連の分散曲線の近

傍の値に設定し，���，��がこれらの値をとる様に入射角

�を設定する．このとき �方向に射影した入射波数 ��は次

式で与えられる．
�� �

�

�
� ���� (19)

ここで C は地盤最下層半無限場におけるせん断波速度で

ある．

(4) 連成系の応答解析結果とその評価

構造物の節点変位の絶対最大値 ������を確認し，応答が

卓越した共振点を図 8の波数周波数空間にプロットする．

低周波数域では波数に依存せず伝播しないモードと Love

波のモードに沿って共振点が得られた．� � ��～���������

の周波数域では，◇ �を端部に持つ一連の分散曲線に沿う

ように共振点が分布している．文献 ��で得られた解析結果

も，これらの結果と同様の傾向を示している．

文献 ��の解析では，�� � ����において最大応答が確認

された．しかし本解析では，図 8の緑○，赤○で示す共振

点で著しい変形を観測した．緑○で示す点は，一連の共振

点で与えられる曲線の傾きがゼロとなる点であり，定在波

の発生が考えられる．
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図 8 SH平面波の共振点

また，図 8の Fluquet波数を通常の波数に変換すると，図

9を得る．この時，赤○で示す点は，一連の共振点で与え

られる曲線と地表面を伝播する波動の走行線とが接する波

数周波数に位置している．このことから，赤○で示す点は，

地表面を伝播する波動により励起されているものと思われ

る．なお，この応答特性は，文献 ��の 2次モデルによる解

析結果では得られていない．
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図 9 Fluquet波数の変換

5. おわりに
Floquet原理を用いることで，無限周期構造物と 3次元成

層地盤との連成解析手法を構成した．得られた応答を二次

元地盤対象とした文献 ��のものと比較した．その結果，文

献 ��では得られなかった，地表面を伝播する波動による励

起が認められた．
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